Capitolul 2

Verificarea corectitudinii
algoritmilor

Analiza unui algoritm presupune verificarea catorva caracteristici ale acestuia:
corectitudine, eficientd, simplitate, claritate. Dintre acestea primele doua pot fi
evaluate iIn maniera obiectiva pe cand ultimele au si o componenta subiectiva
care este mai dificil de evaluat. In acest capitol este prezentata o introducere in
verificarea corectitudinii unui algoritm iar in capitolul urmator este prezentat
modul In care poate fi evaluata eficienta unui algoritm.

2.1 Etapele verificarii corectitudinii

Un algoritm este considerat corect daca permite obtinerea rezultatului proble-
mei pornind de la datele initiale ale acesteia. Pentru a obtine informatii privind
abilitatea unui algoritm de a rezolva problema pentru care a fost proiectat se
poate alege una dintre urmatoarele variante:

e FEzxperimentala. Se testeaza algoritmul pentru diverse instante ale proble-
mei. Principalul avantaj al acestei abordari il reprezinta faptul ca nu nece-
sita tehnici speciale pentru a fi aplicata pe cand principalul dezavantaj
il reprezinta faptul ca testarea nu poate acoperi intotdeauna, toate vari-
antele posibile de date de intrare. Varianta experimentala permite uneori
identificarea situatiilor pentru care algoritmul nu functioneaza corect insa
nu garanteaza intotdeauna corectitudinea.

e Analiticd. Se demonstreaza ca algoritmul functioneaza corect pentru orice
date de intrare. Principalul avantaj il reprezinta faptul ca este garantata
corectitudinea pentru orice date de intrare. Dezavantajul este reprezen-
tat de faptul ca uneori este dificil de gasit o demonstratie. Abordarea
analitica poate insa conduce la o mai buna intelegere a algoritmului
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si la identificarea portiunilor ce contin eventuale erori. Demonstrarea
corectitudinii poate fi dificila in cazul algoritmilor complecsi. In aceasta
situatie algoritmul se descompune in subalgoritmi si se demonstreaza pen-
tru fiecare in parte corectitudinea.

In verificarea analitica a corectitudinii se parcurg urmatoarele etape prin-
cipale:

e Identificarea proprietatilor datelor de intrare (preconditiile problemes).

e Identificarea proprietatilor pe care trebuie sa le satisfaca datele de iesire
(postconditiile problemei).

e Demonstrarea faptului ca pornind de la preconditii si aplicind prelucrarile
specificate In algoritm se ajunge la satisfacerea postconditiilor.

In analiza corectitudinii este utild notiunea de stare a unui algoritm inteleasa
ca ansamblul valorilor pe care le au variabilele prelucrate in cadrul algoritmu-
lui la un moment dat (pas al prelucrarii). Ideea verificarii este de a stabili
care trebuie sa fie starea la fiecare moment astfel incat in final sa fie satisfacute
postconditiile. O data stabilite aceste stari intermediare este suficient sa se veri-
fice ca fiecare prelucrare asigura transformarea starii care o precede in cea care o
succede. Starea algoritmului este modificata prin atribuiri de valori variabilelor.
In cazul prelucrarilor secventiale (succesiuni de atribuiri), verificarea este in
general simpla constand in a analiza succesiv efectul fiecarei atribuiri asupra
starii algoritmului. Principala sursa de erori o reprezinta prelucrarile repetitive
pentru care exista riscul de a specifica in mod gresit initializarile, prelucrarile
din corpul ciclului sau conditia de oprire (continuare). Demonstrarea corecti-
tudinii unei prelucrari repetitive se bazeaza pe principiul inductiei matematice.
Exemplu. Consideram urmatorul algoritm, care determina minimul unui sir
finit de numere reale:

minim(real a[l..n])
min «— a[l]
for i — 2,n do
if min > a[i] then
min «— ali
end if
end for
return min

Enuntul problemei nu impune nici o restrictie asupra tabloului a[1..n] astfel
ca setul de preconditii este constituit doar din {n > 1} (sirul nu este vid).
Postconditia este reprezentata de proprietatea valorii minime: min < a[i] pen-
tru orice i = 1, n. Raméane si aratam ci postconditia rezultd in urma aplicarii
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algoritmului. Demonstram prin inductie matematica dupd ¢ ca min < afil,
i =1,n. Cum min = a[l] si valoarea lui min este inlocuitd doar cu una mai
mica rezulta ca min < a[l]. Presupunem ca min < a[k] pentru orice k = 1, 1.
Ramane sa ardtdm ca min < afi + 1]. La pasul 4 al ciclului for valoarea lui
min se modifica astfel:

e Dacd min < a[i 4+ 1] atunci min raméne nemodificat.
e Dacd min > afi + 1] atunci min se inlocuieste cu afi + 1].

Astfel in oricare dintre variante se obtine ca min < a[i + 1]. Conform metodei
inductiei matematice rezulta ca postconditia este satisfacuta, deci, in ipoteza
ca se ajunge la un rezultat acesta va fi corect. Sa consideram acum algoritmul:

minim(real a[l..n])
fori+— 1,n—1do
if a[ti] < ai + 1] then
min «— ali
else
min «— ali + 1]
end if
end for
return min

In acest caz prelucrarea din corpul ciclului conduce la min = min{ali], ali +
1]} astfel ca nu se mai poate demonstra pornind de la min = min{a[l..7]}
cd min = min{a[l..i + 1]}. Dealtfel este usor de gasit un contraexemplu (de
exemplu sirul (2,1,3,5,4)) pentru care algoritmul de mai sus nu functioneaza
corect. In schimb se poate demonstra ci algoritmul returneazi min{a[n —

1}, a[n]}.

2.2 Elemente de analiza formala a corectitudinii

Pentru verificarea analitica a corectitudinii algoritmilor exista un metode for-
male bazate pe logica Floyd-Hoare. Aceste metode folosesc urmatoarea strate-

gie:

e pe baza preconditiilor si postconditiilor problemei se stabilesc pentru
fiecare prelucrare asertiuni privind valorile datelor gi relatiile dintre ele;

e pentru fiecare prelucrare se demonstreaza ca asigura satisfacerea asertiunii
care o urmeaza daca este satisfacuta asertiunea care o precede.
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O notiune importanta in acest context este cea de triplet Hoare definit ca
fiind (P, A, @), unde P reprezinta preconditiile problemei, A algoritmul iar @Q
postconditiile. Se spune ca tripletul (P, A, Q) reprezintd un algoritm corect, si

v A o v . v v
se noteaza acest lucru cu P — (@), daca urmatoarea afirmatie este adevarata:

Daca datele problemei satisfac preconditiile P atunci:
(i) rezultatul satisface postconditiile Q;
(ii) algoritmul A se termind dupa un numar finit de pasi.

Daca algoritmul satisface conditia (i) insd nu s-a demonstrat cd satisface si
conditia (ii) (numita conditie de terminare) atunci este denumit algoritm partial
corect. In cazul in care se demonstreazi ambele proprietati atunci algoritmul
este considerat complet corect.

Verificarea corectitudinii complete a unui algoritm este un demers dificil in
principal datorita dificultatii demonstrarii faptului ca algoritmul se termina.
Adesea demonstrarea terminarii unui algoritm este echivalentd cu rezolvarea
unor probleme inca deschise in matematica. De exemplu este relativ usor de
proiectat si de demonstrat corectitudinea partiala a unui algoritm care cauta
un numar perfect impar (un numér natural este denumit perfect daca coincide
cu suma divizorilor sii proprii). Faptul ca algoritmul se termind nu poate fi
demonstrat la ora actuala, atat timp cat inca nu se stie daca un astfel de numar
exista.

La randul ei, verificarea corectitudinii partiale poate fi dificila in cazul
algoritmilor care implica multe prelucrari. In astfel de situatii se realizeaza
verificarea pe portiuni pana se ajunge la nivelul structurilor fundamentale de
prelucrare (secventiald, alternativa, repetitivda). Pentru fiecare dintre aceste
structuri de prelucrare exista reguli care usureaza verificarea.

Regula structurii secventiale. Fie algoritmul A constituit din succesiunea
de prelucréri (A4;, Aa, ..., Ap). Notdm cu P,_; si P; starea algoritmului inainte
$i respectiv dupa efectuarea prelucrarii A;. Regula structurii secventiale poate
fi enuntata astfel:

Daci P = Py, P, A, P pentru i = 1,n si P, = @ atunci
A
P——qQ

Aceasta regula afirma ca daca preconditia implica starea initiala, fiecare
prelucrare din secventa conduce de la asertiunea care o precede la cea care o
succede, iar ultima asertiune implica postconditia atunci secventa este corecta.
Ezemplu. Fie a i b doua valori, iar x si y doua variabile ce contin valorile a si
b. Sa se interschimbe valorile celor doua variabile.

Preconditiile problemei sunt: P = {& = a,y = b} iar postconditiile sunt
Q = {x = b,y = a}. Consideram urméatoarele prelucrari:
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T <y

Ap aux «— x
A Ty
As: Y < aux

Asertiunile privind stérile algoritmului sunt urméatoarele: Py = {z = a,y =
b} (inainte de A1), Py = {auz = a,z = a,y = b} (dupa A1), P» = {auzx =
a,z =b,y =b} (dupa Az), Ps = {aur = a,x = b,y = a} (dupa As). Este usor
de remarcat ca P = Py, Ps = Q si P, LN P; pentru i = 1, 3. Conform reg-
ulii structurii secventiale rezulta ca secventa realizeaza corect interschimbarea
valorilor celor doua variabile. Daca insa se considera secventa de prelucrari:

A1 Ty
Ao Y x

asertiunile corespunzatoare sunt: {z = b,y = b} (atat dupd A; cit si dupa Az).
In acest caz A, si Ao nu pot conduce la satisfacerea postconditiilor.

Aceeasi problema poate fi rezolvata, in cazul variabilelor de tip numeric,
fara a folosi o variabila auxiliara efectuand prelucrarile:

Ay T—T—Y
A y—zx+y
Az T—y—=x

Starile algoritmului sunt urmaétoarele: Py = {z = a,y = b}, P, = {z =
a—by=>b} P, ={x=a—-0by=a}, Ps ={x =0y =a}. Esteusor de
remarcat ¢cd P = Py, P3=Q si P;_; LN P; pentru i =1, 3.

Uneori sunt utile si urmatoarele reguli:

Intarirea preconditiei. Daci R = P si P A, Q@ atunci R A, Q@ (algoritmul
ramane corect dacd se particularizeazd datele problemei).

Slabirea postconditiei. Daca P A, Q si Q@ = R atunci P AR (algoritmul
ramane corect dacd se restrang cerintele problemei).

Proprietati insotitoare. Daca Py A, Q1 si P> A, @2 atunci Py A Py A,

Q1N Q2.

Regula structurii alternative. Consideram structura:

S: if ¢ then A; else A, end if
Daca P si ) sunt preconditiile respectiv postconditiile atunci regula poate fi
enuntata in modul urmator:
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Daca ¢ este bine definita (poate fi evaluata), PAc A, Qsi PAc Az,
Q@ atunci P 4, Q.

Regula sugereaza ca trebuie verificata corectitudinea fiecirei ramuri (atat cand
¢ este adevaratd cat si in cazul in care este falsd).

FEzremplu. Consideram problema determinarii minimului dintre doua valori
reale, distincte:

if a < b then

A1: m—a {a<bm=a}
else

Ay m—b {a>b,m=>b}
end if

Preconditiile sunt P = {a € R, b € R, a # b} iar postconditia este Q@ =
{m = min{a,b}}. Conditia c este @ < b. Dacd a < b atunci m = a < b deci
m = min{a, b}. In caz contrar este adevirati relatia a > b iar prelucrarea A,
conduce la m = b < a deci din nou m = min{a, b}.

Regula structurii repetitive. Intrucat toate structurile repetitive pot fi
reorganizate astfel incit s contind o structurd conditionata anterior (de tip
while) o vom analiza doar pe aceasta. Consideram structura:

S:  while ¢ do A end while,

preconditia P si postconditia ). In cazul prelucrarilor repetitive intervine
problema terminarii algoritmului astfel ca trebuie analizate doua aspecte: fap-
tul ca algoritmul conduce la postconditie in cazul in care se termina si faptul ca
algoritmul se termina dupa un numar finit de prelucrari. Pentru a demonstra
ca o structura repetitiva de tip while este corecta este suficient sa se arate ca
existd o asertiune I (numitd invariant sau proprietate invariantd a prelucrarii
repetitive) asociata starii algoritmului i o functie ¢ : N — N (numita functie de
terminare gi care depinde de numarul de ordine al iteratiei, notat in continuare
cu p) care satisfac proprietatile:

(a) Asertiunea I este adevirata la inceputul prelucrarii repetitive (P = I).

(b) Asertiunea I este invariantd: daca I este adevirata inainte de efectuarea
prelucrarii A iar ¢ este adevarata atunci I raméne adevarata si dupa

efectuarea lui A (I Ac 4, I).
(¢) La sfarsitul structurii repetitive (cand ¢ devine falsd) postconditia @ poate

fi dedusa din I (I A= Q).

(d) Dupa efectuarea prelucrarii A valoarea lui ¢ descreste (¢ A (t(p) = k) 4,

tlp+1) <k)
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(e) Daca c este adevirata atunci ¢(p) > 1 (mai exista cel putin o iteratie) iar
cand valoarea lui ¢ este 0 conditia ¢ devine falsd (algoritmul se termina
dupd un numar finit de iteratii).

Elementul esential in demonstrarea corectitudinii unei prelucrari repetitive il
reprezintd gasirea proprietatii invariante. Aceasta este o asertiune particulara
privind relatiile dintre variabilele algoritmului care este adevarata inainte de in-
trarea in prelucrarea repetitiva, raméane adevarata dupa fiecare iteratie iar cand
conditia ¢ devine falsa implica postconditiile. Gasirea unui invariant elimina
necesitatea demonstratiei explicite prin inductie matematica. Din perspectiva
demonstrarii corectitudinii conditia cea mai importanta pe care trebuie sa o
satisfaca un invariant este sa implice postconditia la sfarsitul prelucrarii repet-
itive.

Daca se identifica invariantul unei prelucrari repetitive atunci aceasta este
cel putin partial corecta. Identificarea unei functii de terminare este fie foarte
simpld (in special in cazul prelucrarilor repetitive ce folosesc un contor) sau
foarte dificila.

Exemplul 2.1 Reluam problema determinarii minimului dintr-un gir finit de
valori, rescrisa de aceasta data folosind while si analizam algoritmul core-
spunzator.

minim(real a[l..n])

A1 min «— all] { min=all] }
As: i 2 {min=all],i=2}

while 1 <n do
Az if min > ali]

then min «— ali]
end if { min < alj], j =1,i}

A deitl {min <alj],j=1,7 1}

end while

return min {i=n+1,min<alj],j=1,i—1}

Preconditia este P = {n > 1} iar postconditia este P = {min < z[i], i = 1,n}.
Asertiunile marcate dupa fiecare prelucrare sunt usor de stabilit. Proprietatea
invarianta este I = {min < a[j], j = 1,7 — 1}. Intr-adevir, dupé prelucrarea
A, proprietatea este satisfacuta. Din asertiunea specificata dupa Ay rezulta ca
proprietatea raméane adevarata dupa fiecare iteratie. Conditia de oprire este
i =n+1 gi se observa ca atunci cand este satisfacuta, asertiunea finala implica
postconditia.

In acest caz poate fi identificata usor o functie de terminare. Notand cu p
contorul iteratiei aceasta poate fi descrisa prin ¢(p) = n + 1 — i, unde 7, este
valoarea indicelui ¢ corespunzator iteratiei p. Cum 4,41 = ip + 1 rezulta ca
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t(p+1) < t(p) si descresterea este cu o unitate la fiecare iteratie. Aceasta
inseamnd cd dupd un anumit numar de iteratii ¢ se anuleazd. Cand t(p) = 0
variabila 7 satisface ¢ = n+1 deci conditia de continuare devine falsa conducand
la terminarea prelucrarii repetitive.

Exemplul 2.2 Analizam algoritmul lui Euclid pentru determinarea celui mai
mare divizor comun a doud numere naturale nenule:

cmmdc (integer a, )
d—a
1+ b
r < d MOD ¢
while r # 0 do
d+—1
LT
r < d MOD 1
end while
return ¢

Preconditiile sunt P = {a, b € N*}, iar postconditia este @ = {i = cmmdc(a, b)}.
Consideram proprietatea I ca fiind cmmde(a,b) = cmmde(d, ) si functia ¢
definitd prin ¢(p) = 7, unde 7, este restul obtinut la iteratia p. Inainte de
intrarea in prelucrarea repetitiva este adevarata asertiunea {d = a,i = b} deci
cmmdc(a, b) = cmmdc(d, ). Cand conditia de continuare devine falsd (r = 0)
se obtine ca cmmdc(i,7) = ¢ adica postconditia cmmdc(a, b) = 1.

Pentru a arata ca I este o proprietate invarianta este suficient sa aratam ca
daca r # 0 atunci cmmdce(d, i) = cmmde(i, 7). Notdm di = cmmde(d, ) si
dy = emmdc(i,7). Pe de altd parte d = i-g+7. Se pot verifica ugor urmatoarele
implicatii:

d1|d §l d1|’L = d1|d—i-q=r,d1|i=> d1|’L §1 d1|’f':>d1 < dg,
d2|’i si d2|’l“é d2|z'-q+r,d2|ié d2|d si d2|’l“ = dy < dj.

Rezulta ca dy = ds, deci proprietatea I este intr-adevar invarianta. Cum functia
de terminare este chiar valoarea restului, iar acesta este un numar natural care
descreste de la o iteratie la alta, va ajunge sa se anuleze dupa un anumit numar
de iteratii. Prin urmare este satisfacuta si conditia de terminare.

Observatie. Invariantii pot fi utilizati nu numai pentru a determina corecti-
tudinea unui algoritm ci gi ca instrument de proiectare a algoritmilor, in sensul
ca identificarea unei proprietati invariante poate fi vazuta ca o etapa preli-
minara elaborarii unui ciclu. Invariantul poate fi considerat ca o specificatie
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pentru ciclul respectiv si poate fi utilizat in identificarea prelucrarilor necesare
pentru initializare, pentru corpul ciclului si in identificarea conditiei de oprire
(continuare) a ciclului.

Exemplul 2.3 Sa consideram calculul sumei, .S, a primelor n numere naturale
(n>1).

Preconditia este P = {n > 1}, iar postconditia este @ = {S =142+ ...+ n}.
Intrucat suma va fi calculati adaugand succesiv termenul curent, ¢, un invariant
adecvat ar fi S = 142+. . .44 (exprima faptul ca la sfarsitul iteratiei ¢ variabila S
contine suma partiala pana la termenul ¢ inclusiv). Pentru a asigura validitatea
acestui invariant termenul curent trebuie pregatit chiar inainte de a fi adaugat.
Pe de alta parte pentru a ne asigura ca la finalul ciclului postconditia este
satisfacuta rezulta ca la iegirea din ciclu variabila ¢ trebuie sa aiba valoarea
n. Astfel conditia de continuare a ciclului while ar trebui sa fie i < n. Toate
aceste observatii conduc la algoritmul sumal.

sumal (integer n) suma? (integer n)

1+ 1 S0

S—1 1+ 1

while : < n do while : < n do
i—i+1 S—S+i
S—S+i T—1i+1

end while end while

return S return S

Varianta cea mai frecvent utilizata in practica este cea descrisa in algoritmul
suma?2. Motivatia provine din faptul ca aceasta varianta provine din descrierea
clasica bazata pe utilizarea instructiunii for. Un invariant corespunzator aces-
tei variante este S = 1+ 2+ ... + (i — 1), iar o functie de terminare este

t(p) = (n+1) —ip.
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