Curs 11:

Tehnica divizarii (11).
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Sortare eficienta

Metodele elementare de sortare apartin lui O(n?)
ldee de eficientizare a procesului de sortare:

—  Se Imparte secventa initiala n doua subsecvente
—  Se sorteaza fiecare subsecventa
— Se combina subsecventele sortate

Divizare

Combinare

Sortare prin interclasare (Merge sort)

Sortare rapida

In fctie d In fctieecm/ (Quicksort)

pozitie valoar

/ /

Interclasare Concatenare
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Sortare rapida (quicksort)

ldee:

. Se reorganizeaza si se imparte tabloul x[1..n] Tn doua subtablouri
X[1..q] si x[g+1..n] astfel incat elementele lui x[1..q] sunt mai mici
decat x[g+1..n]

. Se sorteaza fiecare dintre subtablouri aplicand aceeasi strategie
. Se concateneaza subtablourile sortate

. Creator: Tony Hoare (1962)
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Exemplu 1

Sortare rapida

3124758

DivizaV

312

sorté.re rapida

123

S

758

sortare frapida

5738

c:ombkré 1234578/
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Un element x[g] avand proprietatile:
(@) x[g]>=X]i], for all i<q
(b) x[g]<=X]i], for all i>q
este denumit pivot

Un pivot este un element aflat pe pozitia
sa finala

Un bun pivot imparte tabloul curent in
doua subtablouri avand dimensiuni
apropiate (partitionare echilibrata)

Uneori pivotul imparte tabloul Tn mod
neechilibrat
Alteori nu exista un astfel de pivot

(de ex. (3 1 2)). In acest caz trebuie
creat un pivot prin interschimbarea
elementelor



Sortare rapida

Exemplu 2
3127548
DivizaV \
3 1 2 I 5|4 8
123 4578

Cmm;;%1234578F//
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O pozitie g avand proprietatea:
(@) X[il<=x[j], pentru 1<=i<=q si
g+1<=j<=n
Este denumita pozitie de partitionare

O pozitie de partitionare buna divide
tabloul curent in subtablouri de
dimensiuni apropiate

Uneori pozitia de partitionare divide
tabloul in mod neechilibrat

Alteori nu exista o pozitie de
partitionare. In acest caz se creeaza o

astfel de pozitie prin interschimbarea
unor elemente



Sortare rapida

Varianta ce utilizeaza pivot: Varianta ce utilizeaza pozitie de
partitionare:
quicksort1(x[s..d]) quicksort2(x[s..d])
IF s<d THEN IF s<d THEN
q < pivot(x[s..d]) q < partitie(X[s..d])
X[s..g-1] < quicksort1(x[s..g-1]) X[s..q] < quicksort2(x[s..q])
x[g+1..d] < quicksortl(x[g+1..d]) | | X[a+1..d] < quicksort2(x[q+1..d])
ENDIF ENDIF
RETURN x[s..d] RETURN X[s..d]

Algoritmi si structuri de date - Curs 6
11




Sortare rapida

Construirea unui pivot:

Se alege o valoare arbitrara din tablou (prima, ultima sau una aleatoare) —
aceasta va reprezenta valoarea pivotului

Se rearanjeaza elementele tabloului astfel incat toate elementele care sunt mai
mici decat valoarea aleasa sa se afle in prima parte a tabloului iar valorile mai
mari decat pivotul sa se afle in partea a doua a tabloului

Se plaseaza valoarea pivotului pe pozitia sa finala (astfel incat toate elementele
din stanga sa sa fie mai mici iar toate elementele din dreapta sa sa fie mai mari)
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Sortare rapida

O idee de rearanjare a elementelor:

» Se folosesc doi indicatori: unul care porneste de la primul element iar
celalalt care porneste de la ultimul element

e Se maresc respectiv micsoreaza indicatorii pana cand se identifica o
Inversiune.

Inversiune: pereche de indici <] cu proprietatea ca X[i|>pivot si x[j]<pivot
e Se repara inversiunea prin interschimbarea elementelor

* Se continua procesul pana cand indicatorii se “intersecteaza”
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Sortare rapida

Construirea unui pivot

1753824

Valoare
pivot

01234567
41753824

41753824

412%%874

41235874

41234875

« Se alege valoarea pivotului: 4
(ultima valoare din tablou)

Se plaseaza o santinela Tnaintea
primei pozitii a tabloului (doar
pentru tabloul initial)

i=0, j=7
i=2, j=6

=3, |=4
i=4, ]=3 (indicatorii s-au Tncrucisat)

Pivotul este plasat pe pozitia sa
finala
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Sortare rapida

pivot(x[s..d])

vV «— X[d]

| «— s-1

j—d

WHILE i<j DO
REPEAT i < i+1 UNTIL x[i]>=v
REPEAT j « j-1 UNTIL x[j]<=v
IF i<j THEN X[i]<>X[j] ENDIF

ENDWHILE

X[i] <> x[d]

RETURN i

Observatii:

X[d] joaca rolul unei santinele la
extremitatea dreapta

La extremitatea stanga se plaseaza
explicit o valoare santinela x[0]=v
(doar pentru tabloul initial x[1..n])

Conditiile x[i]>=v, x[j]<=v permit
oprirea cautarii cand sunt intalnite
santinelele. De asemenea permit
obtinerea unei partitionari echilibrate
atunci cand tabloul contine elemente
identice

La sfarsitul ciclului while indicatorii
satisfac fie i=j fie i=j+1
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Sortare rapida

oivot(x(s..d]) Corectitudine:

v« x[d] Invariant:

| < s-1

j<—d Daca i<j atunci x[k]<=v for k=s..i
WHILE i<j DO x[k]>=v for k=j..d

REPEAT i « i+1 UNTIL x[i]>=v

REPEAT j < j-1 UNTIL x[j]J<=v | Daca i>=j atunci x[k]<=V for k=s..i

IF i<j THEN X[i] <>X[j] ENDIF X[k]>=v for k=j+1..d
ENDWHILE
X[i] <>x[d]
RETURN i
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Sortare rapida

: Eficienta:
pivot(x[s..d]) !
v x(d] Dimensiune pb.: n=d-s+1
| «— s-1
J—d Op. dominant&: comparatia in
WHILE i<j DO care intervin elemente ale lui x

REPEAT i — i+1 UNTIL x[i]>=v

REPEAT j — j-1 UNTIL x[jjc=v |T(n)=n+c,

IF i<j THEN x[i] <>x[j] ENDIF - ¢=0 daca I
ENDWHILE ?! .
X[i] <>x[d] c=1 daca i=j+1

RETURN i

Deci T(n) apartine lui © (n)
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Sortare rapida

Obs: pozitia pivotului nu Tmparte intotdeauna tabloul in mod echilibrat

Partitionare echilibrata:

« Tabloul este impartit in doua subtablouri de dimensiuni apropiate de
n/2

« Daca fiecare partitionare este echilibrata atunci algoritmul executa
mai putine operatii (corespunde celui mai favorabil caz)

Partitionare neechilibrata:

« Tabloul este impartit intr-un subtablou cu (n-1) elemente, pivotul si
un subtablou vid

« Daca fiecare partitionare este neechilibrata atunci algoritmul executa
mai multe operatii (corespunde celui mai defavorabil caz)
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Sortare rapida

o . Substitutie inversa:
Analiza Tn cazul cel mai ’

defavorabill:
T(n)=T(n-1)+(n+1)
0 if n=1 T(n-1)=T(n-2)+n
T(n): e
T(n-1)+n+1, if n>1 T(2)=T(1)+3

T(1)=0

T(n)=(n+1)(n+2)/2-3

In cel mai defavorabil caz algoritmul
este de complexitate patratica

Deci sortarea rapida apartine lui O(n?)
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Sortare rapida

Analiza in cazul cel mai Aplicand cazul al doilea al teoremei
favorabil: “master” (pentru k=2,m=2,d=1)
rezulta ca in cel mai favorabil caz
0, if n=1 ordinul de complexitate este
T(n)= nlog(n)

2T(n/2)+n, if n>1

Deci algoritmul de sortare rapida apartine lui Q(nlog(n)) si lui O(n?)

Analiza n cazul mediu ar putea fi utila
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Sortare rapida

Analiza in cazul mediu.

[poteze:

Fiecare pas de partitionare necesita cel mult (n+1) comparatii

Exista n pozitii posibile pentru pivot. Presupunem ca fiecare dintre
aceste pozitii are aceeasi sansa de a fi selectata (Prob(qg)=1/n)

Daca pivotul se afla pe pozitia g atunci numarul de comparatii
satisface

T(N)=T(g-1)+T(n-q)+(n+1)
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Sortare rapida

Numarul mediu de comparatii este

To(M)=(Ty()+...+T,())/n
=((To(O)+T o (N-1)H(T(D+To(N-2))+...+(To(N-1)+T,0)))/n + (n+1)
=2(T,(0)+T,(1)+...4T (n-1))/n+(n+1)

Deci

n T, (n) = 2(T,(0)+T,(1)+...+T (n-1))+n(n+1)

(n-1)T, (n-1)= 2(T,(0)+T,(1)+...4+4T_(n-2))+(n-1)n

Calculand diferenta dintre ultimele doua egalitati:

nT_(n)=(n+1)T,(n-1)+2n
T, (n)=(n+1)/n T (n-1)+2
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Sortare rapida

Analiza Tn cazul mediu.
Prin substitutie inversa:

T,(n) =(n+1l)/n T, (n-1)+2
T,(n-1)=n/(n-1) T,(n-2)+2 I*(n+1)/n
T,(n-2)= (n-1)/(n-2) T_(n-3)+2 [*(n+1)/(n-1)

T,(2) =3/2 T,(1)+2 |*(n+1)/3

T,1) =0 |*(n+1)/2

T,(n) =2+2(n+1)(1/n+1/(n-1)+...+1/3) = 2(n+1)(In n-In 3)+2
In cazul mediu ordinul de complexitate este nlog(n)
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Sortare rapida -variante

Alta variantd de construire a pivotului 3752148 v=3, i=1,j=2
pivot(x[s..d]) 3752148 i=2, j=4
V «— X[S]
S 3257148 =3, j=5
FOR | « s+1,d
7 Xl<=v THER 3217548 =3, j=8
X[i] <> X][j
ENIgIIF b Plasare pivot:
ENDFOR
X[s] <X 1237548
RETURN i

Pozitie pivot: 3
Invariant: x[k]<=v pentru s<=k<=i

X[k]>v pentru i<k<=J-1 Ordin complexitate construire

pivot: O(n)
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Sortare rapida-variante

Construirea unei pozitii de partitionare 37521438 V=3
Partitie(x[s..d]) 3752148 1=2, |=5
V «— X[S]
l—s-1 31527438 =3, =4
] «— d+1
WHILE i<j DO ‘q i
REPEAT i « i+1 UNTIL Xx[i]>=v 3125748 =4, =3
REPEAT j <« j-1 UNTIL X[j]<=v . "
IF i<j THEN x[i] <x]j] Pozitie de partitionare: 3
ENDIF
ENDWHILE Ordin complexitate: O(n)
RETURN |

Obs: Algoritmul de partitionare este folosit in algoritmul
quicksort2
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Sumar

MergeSort — O(nlog(n))
QuickSort - O(nlog(n))

Divizare

Combinare

Merge sort Quicksort
O(1) O(n)
Determinare Construire
iIndice mijloc pivot

O(n) O(1)
Interclasare Concatenare

Algoritmi si structuri de date - Curs
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Intrebare (intermediara)

Exista algoritm de sortare bazat pe compararea elementelor din
tablou care sa necesite mai putin de nlog(n) comparatii (in cel
mai defavorabil caz)?

Raspuns: NU

Justificare:

 algoritmii de sortare bazati pe comparatii efectueaza la fiecare
etapa o compatatie pentru a decide daca schimba sau nu
pozitia unor elemente;

 principiul functionarii acestor algoritmi poate fi descris utilizand
un arbore binar de decizie
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Complexitatea sortarii bazate pe comparatii

Exemplu de arbore binar de decizie (n=3, [al,a2,a3]):

al:a?

aZ2:a3 al:a3

a% a2>a3 a1<y\f\1>a3

[al,a2,a3] al:a3 [a2,al,a3] a2:a3

a1<:a/\aj>a3 az<:y\a2jag

[al,a3,a2] [a3,al,a2] [a2,a3,al] [a3,a2,al]

Obs: fiecare dintre cele n! variante de rearanjare a listei de valori

irebuie s3 apara n cel putn o fiLnza 2 arborelu 2

11



Complexitatea sortarii bazate pe comparatii

Obs:

» fiecare dintre cele n! variante de rearanjare a listei de valori trebuie
sa apara in cel putin o frunza a arborelui

* Procesul de sortare corespunzator unei liste date corespunde
parcurgerii unei ramuri in arbore pornind de la radacina pana la un
nod frunza

« Numarul de comparatii in cazul cel mai defavorabil este corelat cu
lungimea celei mai lungi ramuri din arbore = inaltimea arborelui = h

e Numarul maxim de frunze ale unui arbore binar de Tnaltime h este
2h
Deci
n! <= nr frunze<= 2"
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Complexitatea sortarii bazate pe comparatii

Deci
n! <= nr frunze<= 2n

Adica
log nl<=h

Folosind aproximarea nl= \/Zm(ﬂj (formula lui Stirling)
e

Rezulta ca h>= log n! = ©(nlogn)
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Alte aplicatii ale divizarii: selectia
celul de al k-lea element

Fiind dat un tablou x[1..n] (neordonat), se considera problema
determinarii celui de al k-lea element in ordine crescatoare

Exemplu: x=[4,1,5,3,8,6]

k=1 =>1 (cel mai mic element)
k=3=>14

K=6 => 8 (cel mai mare element)
Variante de rezolvare:

o Sortare x[1..n] => O(nlogn)

« Sortare partiala prin selectie => O(kn) — eficient doar pentru k
mic (sau apropiat de n)
Exista varianta mai eficienta?
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Alte aplicatii ale divizarii: selectia
celul de al k-lea element

Idee: se foloseste strategia de Selectie(x[s..d],k)
partitionare de la quicksort si, in  jf s==d then return x[s]
functie de relatia dintre valoarea

y L o else
curenta a lui k si numarul de N
elemente din x[s..q] se continua q«—partitie(x[s..d])
cautarea in prima parte (x[s..q]) [ < g-s+1

sau in a doua parte (x[q+1..d]) if k<=r then return selectie(x[s..q],k)

Ise return selectie(x[q+1..d],k-r
Obs: daca pentru apelul initial k élse return selectie(x[q d],k-r)

este ntre 1si n, la fiecare dintre endif
apeluri, k va fiintre 1 sid-s+1 (k  endif

e rangul unui element dar nu

indicele elementului)
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Alte aplicatii ale divizarii: selectia
celul de al k-lea element

Selectie(x[s..d],k) Cazul cel mai favorabill
if s==d then return x[s] (partitionare echilibrata):
else
q«partitie(x[s..d]) 0 n=1
r— g-s+1 T(”F{
if k<=r then return selectie(x[s..q],k) T(n/2)+n  n>1
else return selectie(x[q+1..d],k-r)
endif = (t. Master, caz 1.
endif m=2,k=1,d=1)

T(n) apartine lui O(n)
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Alte aplicatii ale divizarii: Triomino

Se considera o grila patratica de latura n=2k in care una dintre celule este
marcata (interzisa). Se pune problema acoperirii grilei cu piese
constituite din 3 celule plasate in forma de L (patru variante ce pot fi

obtinute prin rotire cu cate 90 grade)
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Alte aplicatii ale divizarii: Triomino

Idee: se reduce problema la 4 probleme similare de dimensiune 2k prin
plasarea unei piese in zona centrala, astfel incat sa se ocupe o celula
in fiecare dintre cele 3 zone care au toate celulele libere
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Alte aplicatii ale divizarii: Triomino

ldee: se aplica aceeasi strategie pentru zona din stanga sus
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Alte aplicatii ale divizarii: Triomino

Idee: ... se aplica aceeasi strategie pentru zona din dreapta sus
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Alte aplicatii ale divizarii: Triomino

Idee: ... se aplica aceeasi strategie pentru zona din dreapta sus
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Alte aplicatii ale divizarii: Triomino
ldee: apoi pentru zona din dreapta jos si in final pentru zona din
stanga jos

Obs: nu conteaza ordinea in care sunt rezolvate subproblemele
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Alte aplicatii ale divizarii: Triomino

ldee: apoi pentru zona din dreapta jos
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Alte aplicatii ale divizarii: Triomino

ldee: ... siin final pentru zona din stanga jos

Obs: nu conteaza ordinea in care sunt rezolvate subproblemele
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Alte aplicatii ale divizarii: Triomino

ldee algoritm:
nr < 0; // nr ordine piesa
Triomino(il,j1,i2,j2,ih,jh) //i1,j1,i2,j2=indici colturi grila, ih,jh=indici celula ocupata
if ((i2-i1==1) and (j2-j1==1)) then <completare cele 3 celule libere>
else
imij «(i1+i2)/2; jmij «(j1+j2)/2 // calcul indici mijloc
if (ih<=imij) and (jh<=jmij) then // celula ocupata e in subgrila stanga sus
a[imij][jmij+1] < nr; a[imij+1][jmij] < nr; a[imij+1][jmij+1] < nr; nr=nr+1;
triomino(il,j1,imij,jmij,ih,jh); // subgrila stanga jos
triomino(il,jmij+1,imij,j2,imij,jmij+1); // subgrila dreapta sus
triomino(imij+1,jmij+1,i2,j2,imij+1,jmij+1); // subgrila dreapta jos
triomino(imij+1,j1,i2,jmij,imij+1,jmij); // subgrila stanga jos
if ((ih<=imij) and (jh>jmij)) then .... // subgrila dreapta sus
if ((ih>imij) and (jh>jmij)) then .... // subgrila dreapta jos

if ((ih>imij) and (jh<=jmij)) theAlgorlt 'Sl truc&a S Sr‘i'éée]o%“rs 3



Cursul urmator va fi despre...

... tehnica cautarii local optimale

... Sl aplicatii

Algoritmi si structuri de date - Curs
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Intrebare de final

Se considers tabloul: Care dintre valorile urmatoare
poate fi considerata pivot in
cazul in care se doreste

[6,9,8,5,3,2,4] ordonare descrescatoare
folosind quicksort?

a 9
b) 5
c) 4
d 6
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