ALGORITMICA. Seminar 6: Variante ale ciutirii binare. Aplicatii ale interclasrii si partitiondrii.
Aplicatii ale tehnicii greedy

Problema 1 (S) Se considera un tablou a[l..n] ordonat crescator si v o valoare. Sa se determine,
folosind un algoritm din O(lgn), pozitia unde poate fi inserata valoarea v in tabloul a astfel incat
acesta sa ramana ordonat crescator.

Rezolvare.

Structura generala a algoritmului:

cautare_pozitie(real a[l..k],v)
li+ 1;ls<+ k
if (v < a[li]) return(li) endif
if (v > a[ls]) return(ls + 1) endif
while (Is > i)
m < (li +1s)/2
if (a[m] = v) then return(m + 1) endif
if (v < a[m]) then ls <+ m —1
else li <~ m+1
endif
endwhile
if (v < a[li]) return(l)
if (v > a[ls]) return(is + 1)

Corectitudinea poate fi demonstrata folosind ca proprietate invarianta faptul ca afli — 1] < v <
a[ls + 1] (in ipoteza ca se presupune formal ca a[0] = —oo si a[k + 1] = oc0). Intrucéat structura
algoritmului este similara algoritmului de cautare binara ordinul de complexitate este O(lgn).

O alta varianta a algoritmului este:

cautare_pozitie(real a[l..k],v)
li+1;ls+ k
while (li <ls)
if (v < a[li]) return(li) endif
if (v > a[ls]) return(ls 4+ 1) endif
m <« (li+1s)/2
if (a[m] = v) then return(m + 1) endif
if (v < a[m]) then Is < m —1
else li <~ m +1
endif
endwhile
return(li)

Si In acest caz a[li — 1] < v < a[ls + 1] este proprietate invarianta astfel ca la iegirea din ciclu (cand
li =1s+1) are loc alli — 1] < v < a[li]. Prin urmare la iegirea din ciclu trebuie returnata valoarea
lui 3.

Folosind acest algoritm de cautare binara a pozitiei de insertie algoritmul de sortare prin insertie
poate fi transformat in:



insertie_binara(real a[l..n])
for i + 2,n do
auzx < ali]
poz <—cautare_pozitie(a[l..i — 1],v)
for j < i—1,poz,—1 do a[j + 1] < a[j] endfor
a[poz] + aux
endfor
return a[l..n]

Din punctul de vedere al numarului de comparatii efectuate algoritmul de insertie binara are com-
plexitatea O(nlgn). Din punctul de vedere al numarului de deplasari de elemente efectuate algo-
ritmul de sortare prin insertie binar# apartine lui O(n?).

Problema 2 (S) Cautare ternard. Tehnica cautarii binare poate fi extinsa prin divizarea unui
subsir a[li..ls] in trei subsiruri a[li..m1], ajml 4+ 1..m2], a[m2 + 1..ls], unde m1 = li + | (Is — 11)/3]
iar ml =1li+ 2| (Is —1i)/3].

cautare_ternara (integer a[l..n], v)
li+ 1;ls <+ n;
while (li <=ls)
ml < li + (Is — 1i)DIV3; m2 < li + 2 x (s — 1i)DIV3
if(z[m1] = v) then return(ml) endif
if(z[m2] = v) then return(m?2)endif
if(v < z[m1]) then ls < ml1 —1
else if (v < z[m2])then li « ml + 1;ls + m2 — 1;
else li < m2 + 1 endif
endif endwhile
return(-1)

Notand cu T'(n) numarul maxim de comparatii efectuate are loc relatia:

0 n=20
TW:{ T(n/3)+¢ n>0

unde ¢ € {1,2, 3,4} este numarul de comparatii efectuate in cadrul unei iteratii. Aplicand metoda
substitutiei inverse pentru cazul particular n = 3* se obtine ca T'(n) = clogy n deci T'(n) € O(logn),
adica acelasi ordin de complexitate ca in cazul cautarii binare (diferd doar constantele multiplica-
tive).

Problema 3 (S+L) Metoda bisectiei. Fie f : [a,b] — R o functie continua avand proprietatile: (i)
f(a)f(b) < 0; (ii) exista un unic z* cu proprietatea ca f(z*) = 0. Sa se aproximeze z* cu precizia
e> 0.

Rezolvare. A determina pe x* cu precizia € Inseamna a identifica un interval de lungime € care
contine pe z* sau chiar un interval de lungime 2¢ daca se considera ca aproximare a lui * mijlocul
intervalului. Se poate aplica exact aceeagi strategie ca la cautarea binara tindndu-se cont ca z* se
afla in intervalul pentru care functia f are valori de semne opuse in extremitati .



bisectie(real a,b,epsilon)
li<+a;ls+b
repeat
m <« (li+ 1s)DIV2
if f(m) =0 then return m endif
if f(m) = f(li) <0 then ls < m
else li < m
endif
until |ls — li] < 2e
return (li 4 1s)DIV2

Complexitatea este determinata de dimensiunea intervalului [a, b] si de precizia dorita a aproximarii,
e. Notand n = (b — a)/e se obtine ca algoritmul are complexitatea O(lgn).

Problema 4 (S+L) Fie a[l..m] si b[l..n] doua tablouri ordonate crescator avand elemente nu
neaparat distincte. Sa se construiascd un tablou strict crescator ce contine elementele distincte
din a si b

Rezolvare.

Se aplica tehnica interclasarii verificand de fiecare data la completarea in tabloul
destinatie daca elementul ce ar trebui adaugat este diferit de ultimul element din tablou.



interclasare(integer a[l..m],b[1..n])
integer i,j, k, c[1..k]
11,51, k<0
if a[i] < bj] then k < k+1; c[k] < afi]; i+ i+ 1
else if afi] > b[j] then k < k+ 1; c[k] < b[j]; j  j+ 1
else k< k+1;clk]«afil; i+ i+1;j+j+1
endif
endif
while i <m AND j <n do
if a[i] < b[j] then
if a[i] # c[k] thenk < k + 1; c[k] < ali]; i i+ 1
else i < i + 1 endif
else if a[i] > b[j] then
if b[j] # c[k] thenk < k + 1; c[k] < b[j]; j < j +1
else j < j+ 1 endif
if a[i] # c[k] thenk <~ k+ 1; c[k] < ali]; i i+ 1;j  j+1
else i < i+ 1;5 < j + 1 endif
endif
endif
endwhile
while 7 < m do
if a[i] # c[k] thenk < k+ 1; c[k] < ali]; i i+ 1
else i < i + 1 endif
endwhile
while j < n do
if b[j] # c[k] thenk < k + 1; c[k] <~ b[j]; j < j+1
else j < j + 1 endif
endwhile
return c[1..k]

Ordinul de complexitate este in acest caz O(m + n).

Problema 5 (L) Se considera doua numere intregi date prin tablourile corespunzatoare descom-
punerilor lor in factori primi. Sa se construiasca tablourile similare corespunzatoare celui mai mic
multiplu comun al celor doua valori.

Rezolvare. Si consideram numerele: 3415 = 3-53-7-13 51 966280 = 23-5-72-17-29. Primului numar
ii corespund tablourile: (3,5,7,13) respectiv (1,3,1,1) iar celui de al doilea numar ii corespund
tablourile (2,5,7,17,29) respectiv (3,1,2,1,1).

Tablourile corespunzatoare celui mai mic multiplu comun vor fi:

e factori primi: tabloul care contine toti factorii primi corespunzatori celor doua numere si care
poate fi obtinut prin interclasare tinand cont ca acestia trebuie sa fie distincti.

e cxponenti: tabloul ce contine valorile maxime ale exponentilor.

In cazul exemplului cele dou tablouri sunt: (2,3,5,7,13,17,29) respectiv (3,1,3,2,1,1,1)



interclasare(integer fa[l..m],pa[l..m],fb[1..n],pb[1..n])
integer i,j, k, fc[l..k],pc[1..k]
11,51, k<0
while i <m AND j <n do
if fali] < fb[j] then
k<« k+1; fclk] < fali]; pclk] < pali]; i < i+ 1
else if a[i| > b[j] then
k< k+1; fe[k] < fOljl; pelk] < pbljl; j < j+ 1
else k < k + 1; fclk] < fali]; pc[k] < max(pali],pb[j]); i <= i+ 15« j+1
endif
endif
endwhile
while i < m do
k<« k+1; fclk] < fali]; pclk] < pali]; i <= i+ 1
endwhile
while j <n do
k< k+1; fe[k] < fOljl; pelk] « pbljl; j < j+1
endwhile
return fc[l..k], pc[l..k]

Problema 6 (S) Problema selectiei celui de al k-lea element. Fie a[l..n] un tablou, nu neaparat
ordonat. Sa se determine al k-lea element al tabloului, selectat in ordine crescatoare (pentru k = 1
se obtine minimul, pentru k = n se obtine maximul etc.).

Rezolvare. O prima varianta de rezolvare o reprezinta ordonarea crescatoare a tabloului (prin
metoda selectiei) pana ajung ordonate primele k elemente ale tabloului. Numarul de operatii
efectuate in acest caz este proportional cu kn. Pentru k apropiat de n/2 aceasta conduce la
un algoritm de complexitate patratica. Un algoritm de complexitate mai mica se obtine aplicand
strategia de partitionare de la sortarea rapida: folosind o valoare de referinta (de exemplu cea aflata
pe prima pozitie in tablou) se partitioneaza tabloul in doua subtablouri astfel incat elementele aflate
in primul subtablou sa fie toate mai mici decat valoarea de referinta iar elementele din al doilea
subtablou sa fie toate mai mari decat valoarea de referinta.

Algoritmul de partitionare poate fi cel folosit in cadrul sortarii rapide:

partitionare(integer alli..ls])
veallil;ili—1; j« 17+ 1;
while i < j do
repeat i < i+ 1 until ali] > v
repeat j < j — 1 until a[j] <wv
if i < j then ali] <> a[j] endif
endwhile
return j

Daca porzitia de partitionare este ¢ iar k < q¢ — li + 1 atunci problema se reduce la selectia celui
de al k-lea element din subtabloul a[li..q]. Daca insa k > g — li + 1 atunci problema se reduce la
selectia celui de al k — (¢ — li + 1) element din subtabloul alg + 1..ls]. Valoarea parametrului k
este intotdeauna cuprinsa intre 1 gi numarul de elemente din subtabloul prelucrat (in cazul in care
li = ls valoarea lui k va fi 1). Algoritmul poate fi descris prin:



selectie(integer alli..ls], k)
if li = ls then return afli]

else
q <partitionare(a[li..ls])
r<—q—1li+1

if & < r then selectie(a[li..q], k)
else selectie(alqg + 1..1s], k — 1)
endif
endif

In cazul cel mai favorabil, partitionarea este echilibrata la fiecare etapa (cele douad subtablouri
au aproximativ acelagi numar de elemente). Intrucat algoritmul de partitionare are complexitate
liniara putem presupune ca numarul de comparatii efectuate asupra elementelor tabloului satisface
urmatoarea relatie de recurenta:

0 n=1
T(n):{ T(n/2)+n n>1

Aplicand teorema master pentru estimarea ordinului de complexitate (pentrum =2, d =1,k =1)
se obtine ca, in cazul cel mai favorabil, algoritmul are complexitate liniara. In cazul cel mai
defavorabil partitionarea ar conduce la fiecare etapa la descompunerea intr-un subtablou constituit
dintr-un singur element si la un subtablou constituit din celelalte elemente. Relatia de recurenta
ar fi In acest caz:

0 n=1
T(n):{ Tn—1)+n n>1

ceea ce conduce la o complexitate patratica. Similar algoritmului de sortare rapida, si algoritmul
selectiei se comporta in medie similar celui mai favorabil caz avand o complexitate liniara.

Problema 7 (L) Determinare mediand. Mediana unui tablou cu n elemente este elementul aflat
pe pozitia |(n + 1)/2] in cadrul tabloului ordonat crescator (obs: in cazul In care n este par se
considera uneori ca mediana media aritmetica a valorilor aflate in mijlocul tabloului). Fie z[1..n]
si y[1..n] doua tablouri ordonate crescator. Sa se determine mediana tabloului z[1..2n] care contine
toate elementele din x si y.

Rezolvare. O prima varianta ar fi s& se construiasca tabloul z prin interclasare gi sa se returneze
elementul de pe pozitia n. Este insa suficient sa se realizeze o interclasare partiala pana cand se
obtine elementul de pozitia n. In acest scop se poate folosi interclasarea bazata pe valori santinela
mai mari decat elementele din ambele tablouri.

interclasare (integer z[l..n], y[1..n])
zln + 1] + [z[n]| + lylnl|; vl + 1] < |aln]| + (]l
i1 1
for k + 1,n do
if x[i] < y[j] then z[k] < z[i]; i+ i+ 1
else z[k] < y[jl; j < j+1
endif
endfor
return z[n|




Este evident ca algoritmul are complexitate liniara.

Problema 8 (S) Problema selectarii activitatilor. Se considera un set de activitati care au nevoie de
o anumita resursa si la un moment dat o singura activitate poate beneficia de resursa respectiva (de
exemplu activitatea poate fi un examen, iar resursa o sala de examen). Presupunem ca pentru fiecare
activitate, A4;, se cunoagte momentul de incepere, p; si cel de finalizare ¢; (t; > p;). Presupunem
ca activitatea se desfigoara in intervalul [p;,¢;). Doua activitati A; si A; se considera compatibile
daca intervalele asociate sunt disjuncte. Se cere sa se selecteze un numar cat mai mare de activitati
compatibile.

Rezolvare. O solutie a acestei probleme consta intr-un subset de activitati S = (a;,,...,a;,,) care
satisfac [p; ot ].) N [pi,,ti,) = 0 pentru orice j # k. Pentru rezolvarea problemei se poate aplica
tehnica alegerii local optimale (”greedy”) folosind drept criteriu de selectie unul dintre urmatoarele:
(i) cea mai mica duratd; (i) cel mai mic moment de incepere; (iii) cel mai mic moment de sfarsit;
(iv) intervalul care se intersecteaza cu cele mai putine alte intervale.

Dintre aceste variante cea pentru care se poate demonstra ca asigura obtinerea solutiei optime este
a treia: la fiecare etapa se alege activitatea care se termina cel mai devreme.

Notand cu Al[i].p, A[i].t momentul de Incepere respectiv cel de final al activitatii A[i] algoritmul
bazat pe strategia greedy poate fi descris astfel:

selectie_activitati( A[1..n])
Al[l..n] « sortare_crescatoare(A[l..n]) // sortare dupa timpul de finalizare
S[1] «+ A[1]
12k« 1
while 7 < n do

if S[k|.t < Ali].p

then k < k + 1; S[k] < A[i]; endif

14 1+1

return S[1..k]

Se poate demonstra ca algoritmul de mai sus conduce la solutia optima. Dupa ordonarea crescatoare
dupa timpul de final avem t1 < to < ... < t,,. Consideram o solutie optima O = ((piy, tiy ), - - -, (Piy,s tiy, )-
Evident ¢;, > t; prin urmare inlocuind A;, cu A; in O, se obtine o solutie In care exista acelasi
numar de activitati compatibile dar prima activitate este aleasa conform strategiei greedy. Deci
problema satisface proprietate alegerii local optimale. O data aleasa prima activitate, problema se
reduce la planificarea optima a activitatilor compatibile cu prima. Daca O este solutia optima a
problemei initiale atunci O’ = ((piy, tiy),- - -, (Pi,,, ti,,) este solutie optima a subproblemei la care

se ajunge dupa stabilirea primei activitati (intrucat toate activitatile sunt compatibile intre ele).
Astfel problema satisface si proprietatea substructurii optime.

Sa consideram cazul A = ((1,8),(3,5),(1,4),(4,6)). Sortand A in ordinea crescatoare a duratei
activitatilor se obtine ca solutie: S = ((3,5)) sau S = ((4,6)). Prin selectie dupa momentul de
incepere a activitatilor se obtine ((1,8)) sau ((1,4)), in schimb prin selectie dupa momentul de
finalizare se obtine solutia, S = ((1,4), (4,6)).

Problema 9 (S) Problema planificarii activitatilor. Se considera un set de n prelucrari ce trebuie
executate de catre un procesor. Durata executiei prelucrarilor este aceeasi (se considera egala cu
1). Fiecare prelucrare i are asociat un termen final de executie, t; < n si un profit, p;. Profitul
unei prelucrari intervine in calculul profitului total doar daca prelucrarea este executata (daca



prelucrarea nu poate fi planificata inainte de termenul final de executie profitul este nul). Se cere
sa se planifice activitatile astfel incat sa fie maximizat profitul total (acesta este corelat cu numarul
de prelucrari planificate).

Rezolvare. O solutie consta in stabilirea unui ”orar” de executie a prelucrarilor S = (s1,s2,...,Sn),
s; € {1,...,n} fiind indicele prelucrarii planificate la momentul i. Pentru rezolvarea problemei se
poate aplica o tehnica de tip greedy caracterizata prin:

e se sorteaza activitatile in ordinea descrescatoare a profitului;

e fiecare activitate se planifica Intr-un interval liber cat mai apropiat de termenul final de
executie.

planificare(A[l..n))
A[l..n] < sortare_descrescatoare(A[l..n]) // sortare dupa profit (Ali].p)
for i < 1,n do S|i] < 0 endfor
for i + 1,n do
poz < Ali].t // termenul final de executie
while S[poz] # 0 A poz > 1 do poz + poz — 1 endwhile
if poz # 0 then S[poz] < i endif // se planifica activitatea
// altfel activitatea i nu poate fi planificata
return S[1..n]

Se observa ca daca pentru fiecare i € {1,...,n} numarul activitatilor care au termenul final cel
mult 7 este cel mult egal cu i (card{j|t; < i} < i) atunci toate activitatile vor fi planificate, altfel
vor exista activitati ce nu pot fi planificate.

S& consideram n = 4 activitati avand termenele finale: (2,3,4,2) si profiturile corespunzatoare
(4,3,2,1). Atunci aplicand tehnica greedy se obtine solutia (4,1,2,3). Daca insi termenele de
executie sunt: (2,4, 1,2) si aceleasi profituri se obtine solutia (3,1,0,2) iar activitatea 4 nu este
planificata.

Problema 10 Problema impachetarii. (S) Se considera un set de numere aj,as,...,a, cu pro-
prietatea ca a; € (0,C]. Se cere sa se grupeze In cat mai putine subseturi (k) astfel incat suma
elementelor din fiecare subset sd nu depageasca valoarea C. Este cunoscuta si sub numele de ”bin-
packing problem”. Exista mai multe variante ce folosesc principiul alegerii greedy insa toate sunt
sub-optimale (nu garanteaza obtinerea optimului ci doar a unei solutii suficient de apropiate de cea
optima).

Varianta 1. Se construiesc succesiv submultimile: se transfera (in ordinea in care se afla in set)
in primul subset atatea elemente cat este posibil, din elementele ramase se transfera elemente in
al doilea subset etc. (nu e garantatd optimalitatea solutiei insa s-a demonstrat ca k < 2kgp, k
fiind numarul de subseturi generat prin strategia greedy de mai sus, iar £,y este numarul optim de
subseturi).

Varianta 2. Se initializeaza n subseturi vide. Se parcurge setul de numere si fiecare numar se
transfera in primul subset in care "incape”. Numéirul de subseturi nevide astfel constituite k, are
proprietatea k < 1.7kp;.

Varianta 3. Daca se ordoneaza descrescator setul initial i se aplica varianta 2 se obtine o imbunatatire:
k< 11/9%qp + 4.



Indicatie. Consideram ca solutia va fi reprezentata printr-o matrice R[l..n,1..n] in care linia 4
corespunde subsetului 4 iar R[i,j] contine fie 0 fie indicele unui element din a care trebuie plasat
in subsetul i. Pentru a controla modul de completare a subseturilor se pot folosi tablourile K[1..n]
(K[7] specifica indicele ultimului element completat in linia ) si S[1..n] care contine suma curenta
a elementelor de pe linia .

Problema 11 (L) Fie A o multime de valori naturale. S& se descompuna multimea A in doua
submultimi B si C astfel incit A = BUC, BN C = 0 si suma elementelor din B este cat mai
apropiata de suma elementelor din C'.

Rezolvare. Se ordoneaza descrescator elementele lui A. Se transfera primul element din A in B
dupa care se transfera elemente in C' pana cand suma elementelor din C' devine cel putin egala cu
suma elementelor din B. Procesul de transfer continua pana cand se epuizeaza elementele din A:

descompunere(integer a[l..n])

integer k1, k2, b[1..k1], c[1..k2], S1, 52, i

k1l < 1; b[k1] < a[l1]; S1 < al]; k2 < 0; S2 <0

a[l..n] + sortare(a[l..n])

for i < 2,n
if S1 < 2 then k1 « k1 +1; b[k1]  ali]; S1 < S1 + afd];
else k2 < k2 +1; c[k2] < a[i]; S2 < S2 + a[i];endif

return b[1..k1], ¢[1..k2]

In acest caz tehnica greedy folositda mai sus nu conduce intotdeauna la o solutie optima ci doar la
una suboptimala. De exemplu aplicand strategia propusa setului de valori {10, 8,7,5, 4,2} se obtine
descompunerea in {10, 5,4} respectiv {8,7,2} pe cand o solutie optima ar fi {10,8} si {7,5,4,2}.

Teme seminar/laborator

1. Scrieti varianta recursiva a algoritmului de la problema 1.

2. Fie a[l..m] si b[1..n] doua tablouri ordonate strict crescator. Propuneti un algoritm de com-
plexitate liniara pentru determinarea multimii elementelor comune celor doua tablouri.

3. Se considera doua numere intregi date prin tablourile corespunzatoare descompunerilor lor in
factori primi. Sa se construiasca tablourile similare corespunzatoare celui mai mare divizor
comun al celor doua valori.

4. Se considers un caroiaj de dimensiuni 2¥ x 2¥ (pentru k = 3 se obtine o tabla de sah clasici) in
care unul dintre patratele este marcat. Propuneti o strategie bazata pe tehnica divizarii care
acopera intreaga tabla (cu exceptia patratelului marcat) cu piese constand din 3 patratele
aranjate in forma de L (indiferent de orientare).

5. Propuneti un algoritm de complexitate medie O(nlogn) pentru a verifica daca elementele
unui tablou sunt distincte sau nu.

6. Modificati algoritmul de la problema 2 astfel incéat tabloul z sd nu fie construit efectiv.

7. Propuneti un algoritm de complexitate O(nlogn) pentru a determina numarul de perechi
(ali], a[j]) ale unui tablou a[l..n] (tabloul are elemente distincte) avand proprietatea ca i < j
si ali] > alj].



Indicatie. Se foloseste ideea de la sortarea prin interclasare doar ca nu se modifica tabloul ci
doar se numara de cate ori o valoarea mai mare se afla Inaintea unei valori mai mici.

. Se considera un tablou a[l..n] care contine numere intregi (atat pozitive cat si negative).
Propuneti un algoritm de complexitate liniara (si care foloseste spatiu suplimentar de dimes-
niune constanta) pentru a transforma tabloul initial astfel incat toate valorile negative sa fie
inaintea celor pozitive.
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