ALGORITMICA. Seminar 5: Variante ale algoritmilor de sortare. Generarea permutirilor si
submultimilor. Aplicatii ale tehnicii reducerii. Analiza complexitatii algoritmilor recursivi.

Problema 1 (S) (Shell sorting - sortare prin insertie cu pas variabil.) Unul dintre dezavantajele
sortarii prin insertie este faptul ca la fiecare etapa un element al girului se deplaseaza cu o singura
pozitie. O varianta de reducere a numarului de operatii efectuate este de a compara elemente aflate
la o distanta mai mare (h > 1) si de a realiza deplasarea acestor elemente peste mai multe pozitii. De
fapt tehnica se aplicd In mod repetat pentru valori din ce in ce mai mici ale pasului h, asigurand h-
sortarea girului. Un sir z[1..n] este considerat h-sortat daca orice subsir x[ig], x[ig + h], z[ip + 2A]...
este sortat (ip € {1,...,h}). Aceasta este ideea algoritmului propus de Donald Shell in 1959
cunoscut sub numele ”shell sort”.

Elementul cheie al algoritmului 1l reprezinta alegerea valorilor pasului h. Pentru alegeri adecvate
ale secventei hy, se poate obtine un algoritm de complexitate O(n3/2) in loc de O(n?) cum este in
cazul algoritmului clasic de sortare prin insertie.

Ezemplu. Exemplificam ideea algoritmului in cazul unui gir cu 15 elemente pentru urmatoarele
valori ale pasului: h=13, h=4, h=1 (care corespund unui sir hj dat prin relatia hy = 3hgx_1 + 1,
hl = 1)!

Etapa 1: pentru h=13 se aplica algoritmul sortarii prin insertie subsirurilor x[1], z[14] si z[2], z[15],
singurele subsiruri cu elemente aflate la distanta h care au mai mult de un element:

1 23 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
4] 8 10 7 9 12 5 15 2 13 6 1 4 B1 11

6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
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Etapa 2: pentru h=4 se aplica algoritmul sortarii prin insertie succesiv subsirurilor: z[1], z[5], [9], z[13],
x[2], 2[6], z[10], x[14], z[3], z[7], x[11], 2[15], x[4], x[8], [12]. Dupa prima subetapa (prelucrarea primu-
lui subsir) prin care se ordoneaza subsirul constituit din elementele marcate:

1 23 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

Bl 8 10 7 ©O1 12 5 15 21 13 6 1 @] 14 11

se obtine:
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
2 8 10 7 3 12 5 15 4 13 6 1 9 14 11

La a doua subetapa se aplica sortarea prin insertie asupra subsirului constituit din elementele
marcate:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

2 BRI 10 7 3 121 5 15 4 031 6 1 9 @I4 11

obtinandu-se aceeasi configuratie (subsirul este deja ordonat crescator) din care se prelucreaza acum
subsgirul constituit din elementele marcate:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
2 8 Mol v 3 12 BJ1 15 4 13 61 1 9 14 0OI1J



obtinandu-se
1 2 3 4

5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
2 8 b1 7 3 1

2 61 156 4 13 I0d 1 9 14 [@I1J

Se aplicd acum sortarea prin insertie asupra subsirului constituit din elementele marcate:

12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
2 8 5 I3 12 6 OI5) 4 13 10 M 9 14 11

obtinandu-se
1 2 3 4

5 9 10 11 12 13 14 15
2 8 5 1 3

6 8
1 7T 4 13 10 15 9 14 11

7
2 6
Se aplicd acum sortarea prin insertie asupra intregului sir. Pentru acest exemplu aplicarea directa
a sortarii prin insertie conduce la executia a 68 de comparatii pe cand aplicarea sortarii cu pas
variabil de insertie conduce la executia a 34 de comparatii.

Prelucrarea specifica unei etape (o valoare a pasului de insertie) poate fi descrisa prin:

insertie_pas(real x[l..n], integer h)
integer i, j
real auz
fori <+~ h+1,ndo
aux < x|i]
j—i—nh
while j > 1 AND auz < z[j] do
2lj + ] < 2]
JJ—h
endwhile
z[j + h] - aux
endfor
return z[1..n]

Aceasta prelucrare se efectueaza pentru diferite valori ale lui A. Un exemplu de sir de valori pentru
h (care s-a dovedit a conduce la o varianta eficienta a algoritmului) este cel bazat pe relatia de
recurenta: hi = 3hyp_1 + 1, hy = 1. Structura generala a algoritmului va consta in:

shellsort(real z[1..n])
integer h
h<+1
while h < n do
h+<3xh+1
endwhile
repeat
h < hDIV3
x[1..n] + insertie_pas(x[l..n], h)
until h =1
return z[1..n]

O alta varianta de alegere a pasului h, pentru care s-a demonstrat ca are complexitatea O(n/n)
este hy = 28 — 1.



Problema 2 (Shaker sort.)(S) Sortarea prin interschimbarea elementelor vecine asiguré, la fiecare
pas al ciclului exterior, plasarea cate unui element (de exemplu maximul din subtabloul tratat la
etapa respectiva) pe pozitia finalda. O varianta ceva mai eficienta ar fi ca la fiecare etapa sa se
plaseze pe porzitiile finale cate doua elemente (minimul respectiv maximul din subtabloul tratat la
etapa respectiva). Pe de alta parte prin retinerea indicelui ultimei interschimnari efectuate, atat la
parcurgerea de la stanga la dreapta cat si de la dreapta la stanga se poate limita regiunea analizata
cu mai mult de o pozitie atat la stanga cat si la dreapta (cand tabloul contine portiuni deja sortate).

Structura algoritmului este:

shakersort(real z[1..n))
integer s,d,i,t
s« 1;d+n
repeat
t<+<0
for i < s,d — 1 do
if x[i] > x[i + 1] then x[i] +> z[i + 1]; t + i endif
endfor
if £ # 0 then
d<t;t<+0
fori+d,s+1,—1do
if x[i] < z[i — 1] then z[i] +> z[i — 1]; t < i endif
endfor
st
endif until t =0 OR s =d
return z[1..n]

Problema 3 (S) Counting sort - sortare prin numdrare. Sa consideram problema sortarii unui
tablou x[l..n] avand elemente din {1,2,...,m}. Pentru acest caz particular poate fi utilizat un
algoritm de complexitate liniara bazat pe urmatoarele idei:

e se construieste tabelul f[l..m] al frecventelor de aparitie a valorilor elementelor tabloului
z[1..n];
e se calculeazi frecventele cumulate asociate;

e se foloseste tabelul frecventelor cumulate pentru a construi tabloul ordonat .

Algoritmul poate fi descris prin:

countingsort(integer z[1..n],m)
integer i, f[1..m],y[1..n]
for i + 1,m do f[i] + 0 endfor
for i < 1,n do f[z[i]] + f[z[i]] + 1 endfor
for i < 2,m do f[i] «+ f[i — 1] + f[i] endfor
for i+ n,1,—1 do
ylflld] « [i]
flli]] < fl=fi]] -1
endfor
for i + 1,n do z[i| + y[i] endfor
return z[1..n]




Daca m € O(n) atunci algoritmul de sortare prin numarare are complexitate liniard. Daca insa m
este mult mai mare decat n (de exemplu m € O(n?) atunci ordinul de complexitate al algoritmului
de sortare este determinat de m. Atat timp cat ciclul de construire al tabloului y este descrescator,
algoritmul este stabil.

Problema 4 (S) Radiz sort - sortare pe baza cifrelor. Consideram un tablou z[1..n] avand elemente
numere naturale constituite din cel mult k cifre. Daci m = 10* este semnificativ mai mare decat
n atunci sortarea prin numaérare nu este eficientd. Daca insa k este mult mai mic decat n atunci
un algoritm de complexitate O(kn) ar putea fi acceptabil. Un astfel de algoritm este cel bazat
pe urmatoarea idee: se ordoneaza tabloul in raport cu cifra cea mai putin semnificativa a fiecarui
numar (folosind counting sort) dupa care se sorteaza in raport cu cifra de rang imediat superior
s.a.m.d. pana se ajunge la cifra cea mai semnificativa. Deci structura generala a algoritmului este:

radixsort(integer z[l..n], k)
integer i
for i+ 0,k—1do

z[1l..n] <= counting2(z[1..n],9,1)
endfor
return z[1..n]

Algoritmul counting?2 este o adaptare a algoritmului de sortare prin numarare in raport cu cifrele
de un anumit rang (i):

counting2(integer z[1..n],m,c )
integer i, j, f[0..m], y[1..n]
for i < 0,m do f[i] + 0 endfor
for i + 1,n do
j < (z[¢]DIV putere(10,c))MOD 10
fll < flil+1
endfor
for i « 1,m do f[i] « f[i — 1] + f[i] endfor
for i < n,1,—1 do
j < (z[¢]DIV putere(10,¢))MOD 10
yl17]) « i
[l flil =1
endfor
for i < 1,n do z[i| + y[i] endfor
return z[1..n]

Algoritmul counting?2 se apeleaza pentru m = 9 deci este de ordinul O(n). Pe de alta parte pentru
ca algoritmul de sortare pe baza cifrelor sa functioneze corect este necesar ca subalgoritmul de
sortare prin numarare apelat sa fie stabil.

Problema 5 (L) Sa se genereze toate permutarile de ordin n in ordine lexicografica (in ordinea
crescatoare a valorii asociate permutarii). Pentru n = 3 aceasta inseamna generarea valorilor in

ordinea: (1,2,3), (1,3,2), (2,1,3), (2,3,1), (3,1,2), (3,2,1).

Rezolvare. Se porneste de la permutarea identica p[1..n], p[i] = 4,7 = 1,n (care are asociata valoarea
123...n) si se genereaza succesiv valoarea imediat urmatoare constituita din aceleasi cifre. Pentru
fiecare noua permutare generata se parcurg etapele:



identifica cel mai mare indice i € {2,3,...,n} cu proprietatea p[i| > p[i — 1];

determina pozitia, k, a celei mai mici valori din p[i..n] cu proprietatea ca p[k] > p[i — 1];

interschimba plk] cu p[i — 1];

e inverseaza ordinea elementelor din subtabloul pli..n].

Structura generala a algoritmului:

perm(integer n)
integer i, kmin
for i + 1,n do p[i] < i endfor
write p[l..n]
i < identific(p[1..n])
while 7 > 1 do
kmin <—minim(p[i..n],i — 1)
pli — 1] +> plkmin]
pli..n] < inversare(p[i..n])
write p[l..n]
i < identific(p[1..n])
endwhile

unde identific(p[1..n]) determina cel mai mare indice ¢ cu proprietatea ca z[i] > x[i—1], minim(p[é..n],i—
1) determina indicele celui mai mic element din p[i..n] care este mai mare decat p[i — 1] iar
inversare(p[i..n]) returneaza elementele p[i..n] in ordine inversa.

Pentru fiecare dintre cele n! — 1 permutéari diferite de permutarea identica se efectueaza un numar
de operatii de ordinul O(n). Ordinul de complexitate al algoritmului este O(n - n!).

Problema 6 (S+L) Algoritmul Johnson-Trotter. Sa se genereze permutarile de ordin n astfel incat
fiecare permutare sa fie obtinuta din cea imediat anterioara prin interschimbarea a exact doua
elemente. Acest lucru se poate realiza prin algoritmul Johnson-Trotter ale carui etape principale
sunt:

e Se porneste de la permutarea identica; asociaza fiecarui element o un sens de parcurgere (initial
toate elementele au asociat un sens de parcurgere inspre stanga).

e Determina elementul mobil maximal (un element este considerat mobil daca sensul atagat lui
indica catre o valoare adiacentad mai mica).

e Interschimba elementul mobil cu elementul mai mic catre care indica.

e Modifica directia tuturor elementelor mai mari decat elementul mobil.

Ultimele trei etape de mai sus se repeta pana nu mai poate fi gasit un element mobil. In cazul
permutarilor de ordin 3 algoritmul conduce la urmatoarea secventa de rezultate:

T9%
T892
579
39T
93T

PRI



Sensurile de parcurgere pot fi ugsor modelate printr-un tablou d[1..n] in care valoarea —1 corespunde
orientarii inspre stanga iar valoarea +1 corespunde orientarii inspre dreapta. In aceste ipoteze
algoritmul poate fi descris prin:

perm(integer n)
integer p|[l..n|,d[1..n], k, delta
for i < 1,n do p[i] = i; d[i] = —1; endfor
k < mobil (p[l..n],d[1..n])
while £ > 0
delta + d[k]
plk] <> plk + delta]
d[k] <> d[k + delta]
d[1..n] <—modific(p[1..n],d[1..n],k + delta)
write p[l..n]
k < mobil(p[l..n],d[1..n])
endwhile

Subalgoritmul de determinare a elementului mobil este:

mobil(integer p[l..n], d[1..n])

integer i, k, j

k< 051+ 1;

while k =0 AND i <n do
if i +d[i] > 1 AND i+ d[i] < n AND pl[i] > p[i + d[i]] then k + ¢
elsei<+i+1

endwhile

for j < i+ 1,ndo
ifj + d[j] <n AND p[j] > p[j + d[j]] AND p[j] > p[k] then k « j
endif

endfor

return k

Subalgoritmul de modificare a sensurilor asociate elementelor mai mari decat p[k]:

modific(integerp[l..n], d[1..n],k)
integer i
for i + 1,n do

if p[i] > p[k] then d[i] < —d[i] endif
endfor
return d[1..n]

Problema 7 (S+L) Sa se genereze toate sirurile binare cu n elemente (problema este echivalenta
cu generarea tuturor submultimilor unei multimi cu n elemente).

Rezolvare. O prima variantad de rezolvare constd in numararea in baza doi pornind de la sirul
valorilor egale cu 0. Algoritmul poate fi descris prin:



generare(integer n)
integer i, r
for i < 1,n do p[i] < 0 endfor
repeat
write p[l..n]
r <—inc(p[l..n])
until r =1

cu algoritmul de incrementare descris prin:

inc(integer p[l..n))
integer i,7, s
s < p[n] + 1; p[n] « sMOD2; r < sDIV2;
14 n—1
while »r > 0 AND i >=1 do
s < pli] + 1
pli] < sMOD2;
r < sDIV?2,;
141—1
endwhile
return r

Pentru fiecare dintre cei 2" vectori se efectueaza O(n) operatii, deci algoritmul are ordinul de
complexitate O(n2").

O alta varianta, bazata pe tehnica reducerii, este:

generare(integer k)
if K =1 then
p[1] <0
write (a[l..n])
p[l] <1
write (a[l..n])
else
p[k] <0
generare(k — 1)
plk] 1
generare(k — 1)
endif

Pentru a determina ordinul de complexitate al algoritmului notam cu 7'(n) numarul de atribuiri
efectuate. Acesta va satisface relatia de recurenta:

2 n=1
ﬂm:{2ﬂnD+2n>1

Pentru rezolvarea relatiei de recurenta se aplica metoda substitutiei inverse:



T(n)=2T(n—1)+2 -1
Tn—1)=2T(n—2)+2

T(2)=2T(1) +2 gn-t
2 2n

Prin insumarea relatiilor si reducerea termenilor asemenea se obtine T'(n) = 2(1 +2+...+2""1 +
27) = 2(2" — 1) € ©(2").

Problema 8 (L) Sa se calculeze AP unde A este o matrice n X n i p este o valoare naturala mai
mare decat 1. Sa se analizeze complexitatea algoritmului propus.

Rezolvare. Presupunem ca produs(A[l..n, 1..n], B[1..n,1..n]) este un algoritm care returneaza pro-
dusul matricilor A si B specificate ca parametri de intrare.

O prima varianta de calcul a lui AP se bazeaza pe metoda fortei brute gi conduce la un algoritm de
forma:

puterel(real A[l..n,1..n], integer p)
real P[l..n.1..n]

integer i

P[l.n,1..n] < A[l..n,1..n]

for i + 2,p do P <produs(P, A)
endfor

Pentru a analiza complexitatea consideram ca dimensiunea problemei este determinata de perechea
(n,p) si ca operatia dominanta este cea de inmultire efectuata in cadrul algoritmului produs. Este
usor de stabilit ci la fiecare apel se efectueaza n® operatii de inmultire astfel c& numirul total de
inmultiri efectuate de catre algoritmul puterel este T'(n,p) = (p — 1)n3 € O(pn?).

Aplicand tehnica reducerii se obtine algoritmul:

putere2(real A[l..n,1..n], integer p)
if p =1 then return A[l..n,1..n]
else if pMOD2 = (0 then
Bl[1..n,1..n] <—putere(A4, p/2)
return produs(B[l..n,1..n], B[l..n,1..n])
else
B[l..n,1..n] <—putere(A4, (p — 1)/2)
B[l..n,1..n] < produs(B[l..n,1..n|, B[l..n,1..n])
B[l..n,1..n] < produs(B[l..n,1..n], A[1..n,1..n])
return B[l..n,1..n]
endif
endif

Numarul de inmultiri efectuate in cadrul algoritmului satisface relatia de recurenta:

0 p=1
T(n,p) =4 T(n.p/2)+n’ p par
T(n,(p—1)/2)+2n3 pimpar



Consideram cazul particular p = 2* si aplicim metoda substitutiei inverse:

T(n,p) = T(n,p/2) +n®
T(n,p/2) = T(n,p/4) + n?

Prin insumarea relatiilor de mai sus se obtine T'(n,p) = n3lgp pentru p = 2k Intrucat T(n,p)
este cresciatoare si n®lgp este o functie neteda rezultatul poate fi extins si pentru p arbitrar. Prin
urmare, in varianta bazata pe metoda reducerii, algoritmul de ridicare la putere a unei matrice este

din ©(n31gp).

Teme seminar/laborator

1.

8.

Propuneti un algoritm care sorteaza crescator elementele de pe pozitiile impare ale unui tablou
si descrescator cele de pe pozitii pare.

. Adaptati algoritmul de sortare prin numéarare pentru ordonarea descrescatoare a unui tablou.

. Se considera un set de valori din {1,...,m}. Preprocesati acest set folosind un algoritm

de complexitate O(max{m,n}) astfel incat raspunsul la intrebarea ”cate elemente se afla in
intervalul [a,b], a,b € {1,...,m} sd poata fi obtinut in timp constant.

. Propuneti un algoritm de complexitate liniara pentru ordonarea crescatoare a unui tablou

constituit din n valori intregi apartinand multimii {0,2,...,n% — 1}. Indicatie. Se vor inter-
preta valorile ca fiind reprezentate in baza n.

. Se considera un tablou constituit din triplete de trei valori intregi corespunzatoare unei date

calendaristice. Propuneti un algoritm de ordonare crescatoare dupa valoarea datei.

. Sa se genereze toate permutarile elementelor unei multimi {ay,...,a,}.

Stabiliti ce afigeaza algoritmul de mai jos atunci cand este apelat pentru k& = n (in ipoteza
ca lucreaza asupra unui tablou global a[l..n| initializat astfel incat ali] = i) si analizati
complexitatea.

alg(integer k)
if £k = 1 then write a[l..n]
else for i + 1,k do
alg(k —1)
if ktMOD2 = 1 then a[l] <> a[k]
else ali] > alk]
endif
endfor
endif

Folosind tehnica reducerii sa se genereze toate submultimile cu k£ elemente ale multimii
{1,2,...,n}.



