ALGORITMICA. Seminar 3: Analiza eficientei algoritmilor - estimarea timpului de executie si notatii
asimptotice.

Problema 1 (L) Si se determine numé&rul de operatii efectuate de citre un algoritm care determina numérul
de inversiuni ale unei permutari.

Rezolvare. Pentru o permutare (as,...,a,), a; € {1,...,n}, i = 1,n o inversiune este o pereche de indici
(i,7) cu proprietatea cd i < j si a; > a;. Considerand permutarea ca fiind reprezentatd prin tabloul a[l..n]
numarul de inversiuni poate fi determinat prin algoritmul inversiuni descris in Tabelul 1.

inversiuni(integer
a[l..n]) Linie Cost operatie Repetari
1: k<0 1 1 1
2: fori«+ 1,n—1do 2 2n 1
3 forj+<«i+1,ndo 3 2n—i+1) i=1n-1
4: if afi] > a[j] then 4 1 i=ln—-1j3=i+1n
5 ke k41 5 T i=T,n—1,j=i+1,n
6: end if
7. end for
8: end for

9: return &

Table 1: Algoritmul pentru determinarea numarului de inversiuni si tabelul costurilor

Dimensiunea problemei este reprezentata de numérul de elemente ale tabloului a. Numarul (costul) operatiilor
elementare executate pentru fiecare linie a algoritmului este detaliat in tabelul de costuri (pentru liniile core-
spunzatoare instructiunilor for este specificat costul gestiunii contorului corespunzator tuturor executiilor
corpului ciclului). 7 reprezinta numarul de incrementari ale lui k. Acesta depinde de proprietitile datelor de
intrare gi poate fi 0 (operatia nu se executd) respectiv 1 (operatia se executd). Insuméand costurile operatiilor
elementare se obtine:

n—1 n

T()—l+2n+2Zn—z+1 +221+ZZ7’— )—|—4n—1+ZZT
1=1 j=i+1 1=1 j=i+1 =1 j=i+1
deci )
Wgﬂn)gwﬂmnq.

Observatie. In practica nu este necesara contorizarea tuturor operatiilor ci este suficient si se determine

ordinul de marime al numarului de operatii, motiv pentru care este suficient sa se contorizeze operatia care

induce costul cel mai mare. De reguld aceasta este operatia care se repeta cel mai frecvent (numitd operatie

dominantd). In cazul exemplului de mai sus, aceasta este comparatia care apare pe linia 4, care se executa
n—1 n _ n—1 N . _ sy 2

de 350 > i 1=22— (n—i) =n(n—1)/2. Deci T(n) = n(n —1)/2, adica T'(n) € O(n*).

Problema 2 (S+L) Sa se analizeze eficienta unui algoritm care verificd daca un tablou este ordonat crescétor
sau nu atat in cazurile extreme (cel mai favorabil, cel mai defavorabil) cat si in cel mediu.

Rezolvare. Rezultatul algoritmului se colecteazd intr-o variabild booleans ce va contine true dacd afi] <
ali + 1] pentru i = 1,n — 1 respectiv false daca exista i cu a[i] > a[i + 1]. Algoritmul si tabelul costurilor
sunt prezentate in Tabel 2.

Cazul cel mai favorabil (din punctul de vedere al numarului de operatii executate) corespunde situatiei in
care a[l] > a[2] ceea ce conduce la 71(n) = 1 iar 72(n) = 1. Numaérul de operatii efectuate in acest caz este



ordonat(a[l..n])
Linie Cost operatiei Repetari

1: r < true 1 1 1

2: 10 2 1 1

3: while (i <n —1) and (r =true) 3 3 m1(n) +1
do 4 1 m1(n)

4 i it1 5 1 m1(n)

5. if afi] > afi + 1] then 6 1 T2(n)

6: r < false

7. end if

8: end while

9: return r

Table 2: Algoritm pentru a verifica daca un tablou este ordonat crescator si costurile operatiilor

2+3-2+43=10. Cazul cel mai defavorabil este cel in care tabloul este ordonat crescitor. In acest caz
71(n) = n — 1 iar m(n) = 0, deci numarul de operatii executate este: 2 + 3n + 2(n — 1) = 5n. Prin urmare
10 < T'(n) < 5n. Dependenta timpului de executie de dimensiunea problemei in cazul cel mai favorabil este
diferitd de cea corespunzatoare cazului cel mai defavorabil. Prin urmare nu putem spune despre T'(n) ca
apartine lui ©(n) ci doar ca T'(n) € Q(1) si T(n) € O(n).

In cazul in care considerim comparatia din interiorul ciclului ca fiind operatia dominanta si facem abstractie
de celelalte operatii obtinem cd 1 < T(n) <n —1.

S& analizdm cazul mediu in ipoteza c existd n clase distincte de date de intrare. Clasa C; (i € {1,...,n—1})
corespunde vectorilor pentru care prima pereche de valori consecutive care incalca conditia de ordonare
crescatoare este (ali],ali + 1]). Cand se ajunge la ¢ = n consideram cd tabloul este ordonat crescitor.
Numarul de comparatii corespunzator clasei ¢ este . Notand cu p; probabilitatea de aparitie a unei instante
din clasa C; rezulta ca timpul mediu de executie este:

n—1
i=1
Intrucat Soripi=1sii<nrezultd Tp,(n) <n-—1.

In ipoteza ca toate cele n clase au aceeasi probabilitate de aparitie se obtine urmatoarea estimare pentru
timpul mediu:

SNOT SE TS g (R EL U LR (R

In realitate cele n clase nu sunt echiprobabile insa probabilitatile corespunzatoare nu sunt ugor de determinat.
Ceea ce se poate observa este faptul ca p; > po > ... > p, deci pe masura ce probabilitatea corespunzatoare
unei instante creste numarul de operatii scade. Analiza cazului mediu este in general dificila, fiind fezabila
doar in cazuri particulare, cand se impun ipoteze simplificatoare asupra distributiei de probabilitate.

Problema 3 (S) Se considera un sir de valori intregi (pozitive gi negative - cel putin un element este pozitiv).
S4 se determine suma maxima a elementelor unei secvente a sirului (succesiune de elemente consecutive).

Rezolvare. Pentru fiecare i € {1,...,n} se calculeazd succesiv sumele elementelor subtablourilor afi..j]
cuj € {l,...,n} si se retine cea maxima. O prima variantd a algoritmului (secvental) este descrisa in
continuare.



secvental(integer a[l..n])
1: max < 0; imaz < 1; jmazx < 0

: for i + 1,n do
s+0
for j < i,n do

s+ s+alj]

if s > max then

mazx — S; 1Mazx < i; jmax < j

end if
end for
10: end for
11: return mazx, imax, jmazx

Operatiile dominante sunt cele specificate pe liniile 5 gi 6, iar numérul de repetari ale acestora este T'(n) =
i1 2yl =n(n+1)/2.

Aceeasi problema poate fi rezolvata si printr-un algoritm de complexitate liniara calculand succesiv suma ele-
mentelor din tablou si reinitiind calculul in momentul in care suma devine negativa (in acest caz reinitializand
cu 0 variabila s valoarea obtinuta este mai mare decat cea curentd, care este negativa). Algoritmul secventa?2
este descris In continuare.

secventa2(integer a[l..n])
1: max < 0; tert <— 1; imax < 1

: jmazx < 0
s+« 0
: for i + 1,n do
s« s+ ali
if s <0 then

s+ 0;icrt +—i+1
else if s > max then

mazx <— s; imazx < icrt; jmax <— 1
end if
: end for
: return max, imax, jmax

© ® DTN

=

Numaérul de executii ale operatiei dominante (s < s + a[i]) este T'(n) = n.
Problema 4 (S) Sa se estimeze timpul de executie al unui algoritm care genereaza toate numerele prime
mai mici decét o valoare datd n (n > 2).

Rezolvare. Vom analiza doud variante de rezolvare: (a) parcurgerea tuturor valorilor cuprinse intre 2 si n si
retinerea celor prime; (b) algoritmul lui Eratostene.

(a) Presupunem ca algoritmul prim(i) returneaza true daci n este prim gi false in caz contrar (analizind
divizorii potentiali dintre 2 si [v/]).

(b) Algoritmul lui Eratostene. Se pornegte de la tabloul a[2..n] initializat cu valorile naturale cuprinse intre
2 i n si se marcheaza succesiv toate valorile ce sunt multipli ai unor valori mai mici. Elementele ramase
nemarcate sunt prime.

Ambele variante sunt descrise in Algoritmul 1.
In ambele cazuri consideram dimensiunea problemei ca fiind n.

In prima varianta consideram ca operatiile dominante sunt cele efectuate in cadrul subalgoritmului prim.
Luam in considerare doar operatia de analiza a divizorilor potentiali. Pentru fiecare ¢ numarul de comparatii



Algoritmul 1 Algoritmi pentru generarea numerelor prime

generare(integer eratostene(integer
n) n)

1: k<0 1: for i + 2,n do

2: for i + 2,n do 2: ali] 1

3:  if prim(i) =true then 3: end for

4: k+—k+1 4: for i + 2,|v/n| do

5: plk] i 5. if a[i] # 0 then

6: end if 6: Jixs

7: end for 7 while j <n do

8: return p[l..k] 8: aljl < 0; j«—j+1
9: end while
10:  end if
11: end for
12: k<0
13: for i < 2,n do
14:  if a[i] # 0 then
15: k<« k+1; plk] < alf]
16:  end if
17: end for
18: return p[l..k]

efectuate este |v/i] — 1. Deci:
Tin) =) (IVi|]-1) <) Vi-(n-1)
1=2 i=2
Pentru a estima suma de mai sus se aproximeaza cu integrala f; Vxdr = 2/3n\/n —41/2/3 obtinandu-se ca:
Ti(n) < 2/3ny/n —4v/2/3 — (n — 1)

Pe de alta parte, intrucat vi — 1 < [Vi] < Vi, rezulta ca T1(n) > 2/3ny/n — 4v/2/3 — 2(n — 1).

In cazul algoritmului lui Eratostene operatia dominanta poate fi consideratd cea de marcare a elementelor
tabloului a. Pentru fiecare i se marcheaza cel mult |[(n —42)/i+ 1] elemente astfel ci numarul total de astfel
de operatii satisface:

WAl WAl o NP
T: < 1| < 1) = i -1
z(n>_;L - +J_i§( — +1) n2.g i:gH_L\/ﬁJ

Se aplica din nou tehnica aproximarii unei sume prin integrala corespunzatoare si se obtine:

To(n) <nlnyn—nlnvV2 - Vn(vn+1)/24+Vn

Se observa ca varianta bazata pe algoritmul lui Eratostene are un ordin de complexitate mai mic decat prima
varianta insa necesita utilizarea unui tablou suplimentar de dimensiune n — 1.

Problema 5 (S) S& se determine ordinul de cregtere al valorii variabilei  (in functie de n) dupa executia
algoritmilor algl, alg2, alg3, alg4, algb si alg6.



algl(integer n)

alg2(integer n)

1: £+ 0
2: for i < 1,n do
3: for j+1,ido

4 for £+ 1,5 do
5: z+—ax+1

6: end for

7 end for

8: end for

9: return z

1: <+ 0

14N

while 7 > 1 do
r+—ax+1
1+ iDIV2

end while

return z

alg3(integer n)

alg4(integer n)

1: <0 1: <0

2: 14 n 2: 441N

3: while 7 > 1 do 3. while 7 > 1 do

4. for j < 1,ndo 4. for j+ 1,ido

5: r+—ax+1 5: r+—ax+1

6: end for 6: end for

7. i+ 1DIV2 7. i< iDIV2

8: end while 8: end while

9: return =z 9: return x
Indicatie. algl:

=3

i=1 j=1 k=

n+1)(n+2) € 6(n?)

j:Zi(i—;l):n(

j=1 i=1

6

alg2: x va contine numarul de cifre ale reprezentarii in baza 2 a lui n, adica [log,(n)] + 1 € O(Ign).

alg3: Spre deosebire de exemplul anterior, pentru fiecare valoare a lui ¢ variabila z este marita cu n, deci
valoarea finala va fi n(|logy(n)| + 1) € O(nlgn).

algd: Este similar algoritmului alg3 insa pe linia 4 limita superioara a ciclului for este ¢ in loc de n. Variabila
x va contine suma n+ [ 2|+ ...+ [ 35| cu k avand proprietatea cd 28 <n < 2¥"!. Ordinul de mérime al lui
x se poate stabili pornind de la observatia ca 2¥+! — 1 < z < 2(2F*! — 1). Deci » € ©(2%) = O(n).

alg5(integer n) alg6(integer n)

1: <+ 0 1: <+ 0
2141 2 44 2

3: while i < n do 3: while i < n do
4: <+ x+1 4: T+ x+1
5. 14— 2% 5. L4 1x1

6: end while 6: end while

7: return z 7: return x

alg5: Variabila x va contine cel mai mare numar natural k& cu proprietatea ca 2¥ < n, deci z = |logy n| €
O(lgn).

alg6: Variabila z va contine cel mai mare numér natural k cu proprietatea ci 22° < n deci z = |log, logyn| €
O(lglgn).

Problema 6 (S) Sa se determine termenul dominant gi ordinul de cregtere pentru expresiile:

(a) 2lgn + 4n + 3nlgn



(b)2+44+6+...2n

(n+1)(n+3)
n+2

(A)2+4+8+... 427

—
o
~

Indicatie. (a) Termenul dominant in 2lgn + 4n + 3nlgn este evident 3nlgn iar ordinul de cregtere este nlgn.
(b) Termenul dominant al sumei 2 +4 + 6 + ...2n nu este 2n ci n? intrucat 2+4 +6 +...2n = n(n + 1).
Deci ordinul de crestere este chiar n2.

(c) Termenul dominant este n?/(n + 2) iar ordinul de crestere este n.

(d) Intrucat 2+4 +8+... 42" =2(14+2+4+...+ 2" 1) = 2(2" — 1), termenul dominant este 2 - 2" iar
ordinul de crestere este 2.

Problema 7 (S) Sa se arate ca:

(a) nl € O(n™), nl € Q(27)

(b) Ign! € ©(nlgn)

(c) 2™ € O(n))

(@) S0, dlgi € O(nIgn)

(e) Ig(n* +¢) € ©(lgn), k > 0,¢ > 0.

Indicatie. (a) Intrucat n! < n™ pentru orice n natural, rezultd imediat c& n! € O(n™). Pe de alta parte,
n! > 2"~! pentru orice n, deci n! € Q(2").

(b) Se porneste de la aproximatia Stirling n! ~ +/27n (%)n care este adevarata pentru valori mari ale lui n.
Mai exact, exista c1,co € Ry i ng € N astfel incat

() (2 3) 2= () ()

e

pentru orice n > ng.

Prin logaritmare se obtine:
In(2mn)/24+In(1+c¢1/n)+nlnn—n <Inn <In(2m)/2+1n(l 4+ c¢;/n) + nlnn —n

deci Inn! € ©(nlnn). Facand abstractie de baza logaritmului se obtine lgn! € ©(nlgn)

(¢) Cum 2™ < n! pentru orice n > 4 rezultd ca 2™ € O(n!).

(d) S0 dlgi <lgnd i i < nlgn, deci .1, ilgi € O(n?lgn).

(e) Pentru valori suficient de mari ale lui n are loc Ign® < lg(n® + ¢) < lg(2n¥), adica klgn < lg(n* +¢) <
klg(n) +1g2, deci lg(n* + ¢) € ©O(Ign).

Problema 8 (S) Care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate ? Demonstrati.

(a) 25im 4% € O(n?), 301,42 € O(n?), 3oL, 4% € Q(n?)
(b) c¢f(n) € ©(f(n)), f(cn) € O(f(n))
(c) 2Tt € O(2m), 22 € O(2") ?

Indicatie. (a) Intrucat 31 % = n(n 4+ 1)(2n +1)/6 rezultd ca Y7 3% € O(n?), deci Y1, i? € Q(n?) insa
celelalte doud afirmatii sunt false.

(b)Intrucat ¢if(n) < c¢f(n) < caf(n) pentru constante ¢; si ¢y satisficand 0 < ¢; < ¢ < ¢ rezultd ci
cf(n) € ©(f(n)). In schimb f(en) € O(f(n)) nu este adevaratd pentru orice functie f si orice constanta
c. De exemplu f(n) = exp(n) si ¢ > 1 nu satisfac aceastd proprietate intrucat nu existd ¢’ astfel incét
exp(cn) < ¢ exp(n) pentru valori mari ale lui n.

(c) Intrucat 271 = 2. 2" rezultd ci 2"T' € ©(2") deci implicit si 2"t! € O(2"). Pe de alti parte,
lim,,_, o 22" /2" = 0o prin urmare 22" ¢ O(2") dar 22" € Q(2").



Problema 9 (L) Propuneti un algoritm pentru determinarea celor mai mici doud valori dintr-un tablou.
Determinati numarul de comparatii efectuate asupra elementelor tabloului si stabiliti ordinul de complexitate
al algoritmului.

Indicatie. O varianta de algoritm este descrisa in valori minime.

valori minime(integer a[l..n])
if a[l] < a[2] then

minl + a[l]; min2 < a[2];
else

minl < a[2]; min2 < a[l];
end if
for i < 3,n do

if afi] < minl then

min2 < minl; min2 + alil

else if a[i] < min2 then
10: min2 « ali
11:  end if
12: end for
13: return minl, min2

[y

In cazul cel mai nefavorabil numérul de comparatii efectuate asupra elementelor tabloului este T'(n) =
14 2(n —2) = 2n — 3 deci algoritmul apartine lui O(n).

Problema 10 (L) Propuneti un algoritm de complexitate liniard pentru a determina tabloul frecventelor

cumulate pornind de la tabloul frecventelor simple. Pentru un tablou (f1,..., fn) de frecvente, tabloul
frecventelor cumulate (feq, ..., fc,) se caracterizeaza prin fe; = 22:1 fi

Rezolvare. Este usor de vazut ca un algoritm care calculeaza pentru fiecare ¢ valoarea sumei fc; = 22:1 fi
necesita efectuareaa ;' , >3 1 =31 i =n(n+1)/2-1¢€ ©(n?). Observand c fc; = fe;_1+ f; pentru

1 =2,nsi fcy = fi rezulta ca frecventele cumulate pot fi calculate prin algoritmul frecvente_cumulate
descris in continuare.

frecvente_cumulate(integer f[1..n])
integer i, fc[1..n
+ fe[l] « ]
: for i + 2,n do
feli] = feli = 1) + fli]
end for
return fc[l..n]

—_
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Probleme suplimentare seminar/laborator

1. Scrieti un algoritm pentru a verifica daca elementele unui tablou (cu valori ntregi) sunt distincte sau
nu. Demonstrati corectitudinea algoritmului si estimati timpul de executie considerand comparatia
intre elementele tabloului drept operatie dominanta.

2. Scrieti un algoritm pentru a verifica daci elementele unui tablou (cu valori intregi) sunt toate identice
sau nu. Demonstrati corectitudinea algoritmului si timpul de executie considerand comparatia intre
elementele tabloului drept operatie dominanta.

3. Se considera o matrice A cu m linii si n coloane si o valoare z. Scrieti un algoritm care verifica daca
valoarea x este prezenta sau nu In matrice. Stabiliti ordinul de complexitate al algoritmului considerand
comparatia cu elementele matricii drept operatie dominanta.



10.

11.

Se considerd un tablou z[1..n — 1] care contine valori distincte din multimea {1,2,...,n}. Propuneti
un algoritm de complexitate liniard care sa identifice valoarea din {1,2,...,n} care nu este prezenta
in tabloul z.

Observatie. Incercati si rezolvati problema folosind spatiu de memorie auxiliar de dimensiune O(1)
(aceasta inseamnd s nu folositi vectori auxiliari).

Se considerd un tablou z[1..n] ordonat crescitor cu elemente care nu sunt neaparat distincte. S& se
transforme tabloul x astfel incat pe primele k pozitii s& se afle elementele distincte In ordine crescatoare.
De exemplu pornind de la [1,2,2,4,4,4,7,8,9,9,9,9] se obtine tabloul ce contine pe primele k = 6
pozitii valorile: [1,2,4,7,8,9] (restul elementelor nu intereseaza ce valori au).

Se considerd un tablou z[l..n] gi o valoare z0 care este prezentd (pe o singurd pozitie) in tablou.
Presupunem ca avem un algoritm de cautare care verifica elementele tabloului intr-o ordine aleatoare
(dar verifica fiecare element o singurd data). Procedura este similara celei in care avem intr-o cutie n—1
bile negre si o singura bild alba si efectuam extrageri (fara a pune bila extrasa inapoi) pana la extragerea
bilei albe. Estimati numéarul mediu de comparatii (sau extrageri de bile) pand la identificarea valorii
ciutate (extragerea bilei albe).

Indicatie. Se presupune ci elementele (bilele) disponibile pot fi selectate cu aceeagi probabilitate.
Scrieti un algoritm care calculeazd produsul dintre o matrice A[l..m, 1..n] cu m linii gi n coloane gi un
vector x[1..n] cu n elemente gi estimati numul de operatii de inmultire efectuate.

Indicatie. Produsul va fi un vector y[1..m] in care y[i] = 377, A[i, j] * z[5], i = 1, m.

Se considerd un sir de caractere s[1..n] si un sablon (subsir de caractere) ¢[1..m] (cu m < n). Scrieti
un algoritm care verifica daca sablonul ¢ este sau nu prezent in s si stabiliti ordinul de complexitate

al algoritmului (considerdnd comparatia dintre elementele girului gi cele ale sablonului ca operatie
dominantd).

Indicagie. Cel mai simplu algoritm (nu si cel mai eficient) se bazeazd pe parcurgerea sirului s de la
pozitia ¢ = 1 pana la pozitia i = n—m si compararea element cu element al lui s[i..i+m —1] cu t[1..m].

Se considera un tablou de valori intregi «[1..n] si o valoare datd, s. S& se verifice daca exista cel putin
doi indici ¢ gi 7 (nu neapéarat distincti) care au proprietatea ca x[i] + x[j] = s. Analizati complexitatea
algoritmului propus.

Care este valoarea variabilei = dupa executia prelucrarilor:

z<+0

jn

whilej > 1 do
for i<+ 1,j do

r+—ax+1

endfor
j < jDIV3

endwhile

Sa se determine ordinul de marime al variabilei z dupa executia urmaitoarelor prelucrari:

1: £+ 0

2 jn

3: while 7 > 1 do
4. fori<1,jdo
5: r+—xr+1
6: end for

7. j <+ jDIV3
8: end while



9: return z

12. Se considerd urmatorii doi algoritmi pentru calculul puterii unui numar natural, z (p = z™):

puterel(real z, integer n) puterel(real z, integer n)
1 p+1 1: p1
2: for i < 1,n do 2: for i < 1,n do
33 np+0 3: ppxx
4: for j+ 1,z do 4: end for
5: np<np-+p 5: return p
6: end for
7 p < np
8: end for

9: return p

Sa se stabileasca ordinele de complexitate considerand ca toate operatiile aritmetice au acelasi cost.



