ALGORITMICA. Seminar 7: Aplicatii ale programarii dinamice si cautarii cu revenire.

Problema 1 (Problema celui mai lung subgir comun a doud giruri.) (S+L) Fie A = (a1,a2,...,am) s
B = (by1,bs,...,b,) doud siruri. Sa se determine cel mai lung subsir comun al celor doud siruri, adica
(c1,¢2,...,¢) cu proprietatea ca existd i1 < ia < ... <14 sl j1 < j2 < ... < ji astfel incat ¢ = a;, = bj,
pentru k =1, 1.

Rezolvare. De exemplu pentru sirurile a = (2,1,4,3,2) si b = (1,3,4,2) existd doud subsiruri comune de
lungim maxima (3) si anume: (1,4,2) si (1,3,2).

(a) Analiza structurii unei solutii optime. Fie ¢ = (c1,¢2,...,¢-1,¢) o solutie optima. Presupunem ca
¢ = a; = bj. ¢ poate fi consideratd solutie optima a problemei P(i,j) ce constd in determinarea celui mai
lung subsir comun al sirurilor a;.; = (a1,...,a;) si b1.; = (b1,...,b;). Se poate demonstra prin reducere la
absurd ca (¢, ¢, ..., c—1 este solutie optima a subproblemei P(i — 1,5 — 1).

(b) Deducerea unei relatii de recurentda. Se noteaza cu L(i,j) numarul de elemente al celui mai lung subsir
comun al lui (ag, az,...,a;) si (b1,b2,...,b;). Relatia de recurentd pentru calculul lui L(i, j) este:

0 dacai=0sauj=0
L(Z,]) = L(?*l,j*l)-}—l dacé a; :bJ
max{L(i —1,7),L(i,5— 1)} in celelalte cazuri

In cazul exemplului de mai sus matricea L are urmatoarea structura:
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(¢) Dezvoltarea relatiei de recurentd. Este descrisa in Algoritmul 1.

(d) Construirea solutiei. Daca a; = b; atunci solutia problemei P(i,j) se obtine din solutia subproblemei
P(i—1,j—1) prin addugarea valorii comune celor doua giruri a; = b;. Daca a; # b; atunci solutia lui P(3, j)
coincide cu solutia lui P(i — 1,7) (dacd L[i — 1,5] > L[i,j — 1]) respectiv cu solutia lui P(i,j — 1) (daca
L[i — 1,7] < L[i,j — 1]). Presupunand ca tabloul in care se colecteaza solutia (z) si variabila ce contine
numarul de elemente ale subgirului comun (k) sunt variabile globale (iar k este initializatd cu 0), algoritmul
pentru construirea solutiei este descris recursiv in 2.

Problema 2 (Problema monedelor.)(S) Se considera monede de valori d,, > dp,—1 > ... > dy = 1. Sa se
gaseasca o acoperire minimald (ce folosegte cat mai putine monede) a unei sume date S.

Rezolvare. Intrucét existd monedi de valoare 1 orice suma poate fi acoperita exact. In cazul general, tehnica
greedy (bazata pe ideea de a acoperi cat mai mult posibil din suma cu moneda de valoarea cea mai mare)
nu conduce intotdeauna la solutia optima. De exemplu daca S = 12 si se dispune de monede cu valorile 10,
6, 1 atunci aplicand tehnica greedy s-ar folosi o moneda de valoare 10 si doua monede de valoare 1. Solutia
optima este insa cea care foloseste doua monede de valoare 6.

(a) Analiza structurii unei solutii optime. Consideram problema genericd P(i,j) care constd in acoperirea
sumei j folosind monede de valori d; < ... < d;. Solutia optima corespunzatoare acestei probleme va
fi un sir, (s1,$2,...,sk) de valori corespunzitoare monedelor care acopera suma j. Dacid s; = d; atunci
(s1,82,...,8¢_1) trebuie sa fie solutie optima pentru subproblema P(i, j —d;) (i rimane nemodificat intrucét
pot fi folosite mai multe monede de aceeasi valoare). Daca s # d; atunci (s, 8a,...,8;_1) trebuie sa fie
solutie optim& a subproblemei P(i — 1, j).



Algorithm 1 Dezvoltarea relatiei de recurenta pentru determinarea celui mai lung subsir comun

construire (integer a[l..m], b[1..n])
for i — 0,m do
L[i,0] <0
end for
for j «— 0,n do
L[0,j] <0
end for
for i — 1,m do
for j — 1,n do
if a[i] = b[j] then
Lfi,j]«— Lli — 1,7 —1]+1
else
if L[¢—1,4] > L[i,j — 1] then
L[Za]] — L[Z - 17]]
else
end if
end if
end for
end for
return L[0..m,0..n]

Algorithm 2 Determinarea celui mai lung subsir comun a doua siruri

solutie(i, j)
if L[i,j] # 0 then
if a[i] = b[j] then
solutie(i-1,j-1)
k—k+1
else
if L[i —1,5] > L[i,j — 1] then
solutie(i — 1,7)
else
solutie(i,j— 1)
end if
end if
end if




Algorithm 3 Dezvoltarea relatiei de recurenta in cazul problemei monedelor si construirea solutiei

completare(d[l..n],S)
for i — 1,n do

R[i,0] < 0
end for
for j — 1,s do
R[1,j] «j solutie(s, )
end for if j # 0 then
for i — 1,n do if Q[i,j] =1 then
for j — 1,sdo k—k+1
if j < di] then alk] — dli]
R[i.j] — R[i — 1,4]; Q[i,j] «— 0 solutie(d, j — dli])
else else
if R[i —1,j] <1+ R[i,j — d]i]] then solutie(i —1,7)
else end if
end if
end if
end for
end for
(b) Deducerea relatiei de recurentd. Fie R(i,7) numarul minim de monede de valori d,...,d; care acopera

suma j. R(i,j) satisface:

0 j=0
) i=1
RGD =9 Ri 1. j<d,

Pentru exemplul de mai sus se obtine matricea:

0 J]0O 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
1101 23 45 6 7 8 9 10 11 12
6 |0 1 2 3 45 1 2 3 45 6 2
10/0 1 2 3 4 5 1 2 3 4 1 2 2

Pentru a ugura construirea solutiei se poate construi inca o matrice Q[1..n,0..5] caracterizata prin:

1 d; se foloseste pentru acoperirea sumei j
0 d; nu se folosegte pentru acoperirea sumei j

Qi) - {

In cazul exemplului analizat matricea () va avea urmatorul continut:

|01 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
1o 1111111111 1 1
6 /{0 00 00O0OT11 11 1 1 1
1000 0000 000O0O0OT1 1 0

(¢c)Dezvoltarea relatiei de recurenta. Matricile R si @ pot fi completate dupa cum este descris in Algoritmul
3 (R]n, s] reprezintd numarul minim de monede necesare pentru a acoperi suma S).

(d) Construirea solutiei. Considerand ca tabloul a in care se colecteazd solutia si variabila k ce contine
numarul de elemente ale lui a sunt variabile globale, solutia poate fi construita in maniera recursiva asa cum
e descris in algoritmul 3.



Problema 3 (Problema submultimii de sumd datd.)(L) Fie A = {a1,...,an} o multime de valori naturale
gl ¢ un numar natural. Sa se determine o submultime S C A pentru care suma elementelor nu depaseste
valoarea ¢ dar este maximala (D g5 <csi ) g5 este maxima).

Rezolvare. In cazul general problema P(i, j) se refera la determinarea unei submultimi a multimii {aq,...,a;}
pentru care suma elementelor este cAt mai apropiatd de j. Notdnd cu S(7, ) suma elementelor unei solutii
optimale a problemei P(i, j) relatia de recurenta corespunzatoare este:

0 i=0sauj=0
S(ivj): S(i—l,j) a; >j
max{S(i—1,7),9( — 1,5 —a;)+a;} a;<j

O data completata matricea S[0..n,0..c], solutia R[1..k] poate fi construita ca in Algoritmul 4.

Algorithm 4 Determinarea unei submultimi de suma data

solutie(i, j)
if i 20 and j # 0 then
if afi] > j or (ali] < jand S[i—1,4] > S[i — 1,7 — a;] + a;) then
solutie(i—1,7)
else
solutie(i — 1,5 — ali]); k < k+ 1; R[k] < ali]
end if
end if

Problema 4 (Calculul distantei de editare.)(S+L) Fie z[1..m] si y[l..n] doud giruri. Distanta de editare
(distanta Levenshtein) dintre cele doud siruri se definegte ca fiind numérul minim de operatii de inlocuire/
insertie/ stergere element necesare pentru a transforma unul dintre giruri in celdlalt. De exemplu cuvantul
"carte” este la distanta 1 fatd de cuvintele ”caste” (un caracter inlocuit), ”care” (un caracter eliminat)
sau ”cartel” (un caracter inserat), la distanta 2 fatad de cuvantul ”castel” (”carte” —” caste” —” castel”) si la
distanta 3 fata de cuvantul ”caiet” (”carte” —” cairte” — ”caiete” — ”caiet”). Aceasta distanta este utilizata
in bioinformatica, la compararea secventelor ADN si in ”spell checking”.

Rezolvare. Problema generica P(i, j) poate fi formulata ca fiind cea a determinarii distantei de editare dintre
sirurile partiale x[1..7] si y[1..5]. La fel ca in cazul problemei determinarii celui mai lung subsir comun P(3, j)
se reduce la una dintre subproblemele P(i — 1,5 — 1), P(i,j — 1) respectiv P(¢i — 1,). Noténd cu d(3, j)
distanta de editare dintre z[1..7] si y[1..j], relatia de recurentd asociata poate fi descrisa prin:

i J=0
) =0
d(i, j) = dii—1,5—1) xli] = ylJ]

min{d(i — 1,§ — 1) + 1,d(i,j — 1)+ 1,d(i — 1,5) + 1} z[i] # y[j]

In cazul in care valoarea minima se obtine pentru d(i — 1, — 1) 4+ 1 inseamni c& e necesard inlocuirea
elementului z[i] cu elementul y[j]. Daca valoarea minima se obtine pentru d(i,7 — 1) + 1 inseamna ca e
necesara insertia elementului y[j], iar daca valoarea minima se obtine pentru d(i — 1, j) + 1 atunci e necesara
eliminarea elementului x[i].

Matricea de distante pentru cazul cuvintelor ”carte” gi ”caiet” este:



Algorithm 5 Utilizarea tehnicii memoizarii in calculul distantei de editare

memo(integer i, j)
if i >=0 and j >= 0 then
if d[i,j] = —1 then
if ¢ =0 then
dli, j] — j
else
if j =0 then
dli,j] 1
else
if z[i] = y[j] then
dfi,j] < memo(i — 1,5 — 1)
else
di, j] < min(memo(i — 1,5 — 1) + 1,memo(é,j — 1) + 1,
memo(i — 1,7) + 1)
end if
end if
end if
end if
return d[i, j]
end if
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Matricea de distante poate fi completata in mod clasic sau se poate folosi tehnica memoizarii care permite
completarea doar a elementelor necesare pentru calculul lui d(m,n). Tehnica se caracterizeaza prin faptul
c& matricea d este initializata cu o valoare virtuald (de exemplu, —1) iar completarea elementelor se face in
maniera top-down asa cum este ilustrat in Algoritmul 5.

Pentru exemplul de mai sus matricea de distante completata folosind tehnicd memoizarii are urmatorul
continut:

C a i e ¢t

0o 1 2 3 4 5

0 o 1 2 3 4 -1
cl|j1 O 1 2 3 -1
a2|2 1 0 1 2 -1
r3 |3 2 1 1 2 -1
t4 14 3 2 2 2 2
eb|-1 -1 -1 -1 2 3

Vizualizarea operatiilor de editare prin care sirul z[1..m] poate fi transformat in sirul y[1..n] poate fi realizata
prin Algoritmul 6.

Problema 5 (S) Fie a[l..n, 1..n] o matrice de valori reale. Se defineste un traseu in matrice ca o succesiune
de elemente aliy, 1],aliz, 2],...,alin, n] cu proprietatea ca i1 € {ig, i — 1,9, + 1} (evident daca i = 1
atunci i1 € {ig, i + 1} lar dacd i, = n atunci ig1q € {ig,ir — 1}). Un astfel de traseu viziteaza cate



Algorithm 6 Determinarea operatiilor corespunzatoare distantei de editare

transformari(integer z[1..m], y[1..n], d[1..m,1..n])
L Mm;j—n
while i > 0 and j > 0 and dJi,j] > 0 do
if z[i] = y[j] then
t—1—1;5«—75—1;
else
if dfi,j] =dli —1,j — 1)+ 1 then
“inlocuire z[i] cu y[j]7; i —i—1; 5 — j—1;
else
if dfi,j] = d[i.j — 1] + 1 then
“inserare y[j|”; j «— j — 1;
else
"stergere x[i]”; i «— i — 1;
end if
end if
end if
end while
if i = 0 then
while j > 0 and d[i, j] > 0 do
“inserare y[j]”; j «—j—1
end while
end if
if 7 =0 then
while 7 > 0 and dJi, j] > 0 do
"stergere x[i]”; i — i — 1
end while
end if

un element de pe fiecare coloana trecand de la un element curent la unul ”vecin” de pe coloana urmatoare
(modulul diferentei dintre indicii de linie este cel mult 1). Sa se determine un traseu avind suma elementelor

maxima.

Rezolvare. Fie P(i,j) problema determindrii unui traseu de suma maxima care se termina in a[i, j]. Solutia
optima a acestei probleme contine solutia optima a uneia dintre subproblemele P(i — 1,5 — 1), P(i,j — 1)
respectiv P(i + 1,7 — 1). Dacid notdm cu V (4,j) suma asociatd traseului optim care se termina in a[i, j]

atunci relatia de recurenta asociata este:

a(i, j)

V(i,5) =< max{V(i—1,5—1)+a(i,7),V(i,5 — 1)+ a(i, j),

V@i+1,7—1)+a(i,j)}

Sa consideram urmatorul exemplu:

10 4 1 6
3 -2 8 2
A= 2 15 —6 4
7T =3 4 9

Printr-o abordare de tip greedy (in care se porneste de la cel mai mare element de pe prima coloana si la
fiecare etapa se alege elementul cel mai mare din cele vecine aflate pe coloana urmatoare) s-ar obtine traseul



(10,4,8,6) avand suma 28. Aplicand relatia de recurentd de mai sus se obtine matricea:

10 14 15 36

vy |3 8 30 32
T2 22 16 34
7 4 26 35

ceea ce conduce la traseul: (7,15,8,6) avind suma 36.

O data completatd matricea V', solutia (s = (41,2, ...,i,)) poate fi construita incepand de la ultimul element
aga cum este descris in Algoritmul 7.

Algorithm 7 Determinarea unui traseu de suma maxima

solutie(integer a[l..n,1..n}, s[l..n], V[1..n,1..n])
s[n] «— imaxz(V[1..n,n]) // indicele celui mai mare element din ultima
//coloand a matricii V'
for k—n-1,1,—1do
if V[s[k + 1],k +1] = V[s[k + 1], k] + a[s[k + 1], k + 1] then
s[k] < s[k + 1]
else
if sfk+1] >1and V[slk+ 1],k + 1] = V[s[k + 1] — 1, k] + a[s[k + 1], k + 1] then
slk] — sk +1] —1
else
if s[k+ 1] <nand V[slk + 1],k + 1] = V[s[k + 1] + 1, k] + a[s[k + 1],k + 1] then
s[k] — s[k+1]+1
end if
end if
end if
end for

Problema 6 (Problema turistului in Manhattan.) (S) Se considerd o grila patratici n x n (care poate fi
interpretata ca harta strazilor din Manhattan). Fiecare muchie in cadrul grilei are asociata o valoare (ce
poate fi interpretata ca fiind castigul turistului care parcurge portiunea respectiva de strada). Se cauta un
traseu care porneste din nodul (1,1), se termina in nodul (n,n), si care are proprietatea ca la fiecare etapa
se poate trece din nodul (i, j) fie in nodul (¢,j + 1) (deplasare la dreapta) fie in nodul (i 4+ 1,7) (deplasare
in jos). In plus valoarea asociata traseului trebuie sa fie maxima.

Rezolvare. Presupunem c& valorile asociate muchiilor grilei sunt stocate in doud matrici: Cp[l..n,1..n — 1]
(Cpli, j] contine valoarea asociatd trecerii din nodul (7, ) in nodul (7, j + 1)) iar Cy[1..n — 1,1..n] contine
valoarea asociata trecerii din nodul (¢, ) in nodul (i + 1, 5).

Daca notam cu P(i, j) problema determinarii unui traseu optim care se termina in (4, j) atunci solutia optima

a acestei probleme contine solutia optima a uneia dintre subproblemele P(i, j—1) respectiv P(i—1, j). Notand
cu C(i, j) valoarea asociata solutiei optime a problemei P(i, j), relatia de recurenti asociata este:

0 i=1,j=1

max{C(i,j — 1)+ Cp(i,j — 1), i>1,j>1

Dupa completarea matricii C' (folosind fie varianta clasica fie cea bazatd pe tehnica memoizarii) elementul
C(n,n) indica valoarea asociata solutiei optime. Traseul propriu-zis poate fi determinat simplu daca o data
cu construirea matricii C' se construiegte si o matrice P ale carei elemente indica directia asociata ultimului
pas facut pentru a ajunge in nodul respectiv: ”dreapta” sau ”jos”:



"dreapta” i=1,7>1

7 jos” i>1,7=1

"dreapta” 1> 1,7 > 1,

”jos” 1>1,5>1,
C@,j—1)+Cp(i,j—1)<C(i—1,5)+ Cs(i—1,7)

In varianta recursiva algoritmul poate fi descris prin:
traseu(integer i, j)
ifi>1or j>1then
if Pi,j] ="jos” then
traseu(s,j — 1); write ”jos”
else
traseu(i — 1, j); write ”dreapta”
end if
end if

Pentru a obtine traseul se apeleazi algoritmul traseu(n,n).

Problema 7 (Problema submultimii de suma datd.) (L) Fie A = {a1, asg, ..., an} o multime de valori intregi.
Sa se determine toate submultimile lui A pentru care suma elementelor este egala cu o valoare data V.

Rezolvare.(a) Reprezentarea solufiei. O solutie a problemei este o submultime S a multimii A. Aceasta poate
fi reprezentata prin tabloul elementelor sale S = (s1,...,8,) cu m < n i s; € A. Deci multimile de valori
posibile pentru componentele solutiei sunt toate egale cu A.

(b) Restrictii si conditii de continuare. O solutie trebuie sa satisfaca urmatoarele conditii: s; # s; pentru
oricei # jsi 2111 s; = V. Conditia de continuare dedusa din aceste restrictii este s; # s; pentrui = 1,k — 1.
In cazul in care elementele lui A si valoarea V ar fi valori naturale s-ar putea adauga ca si conditie de
continuare Zle s < V.

(c)Criteriul de decizie pentru a verifica c¢d s-a obtinut o solutie finald. O solutie partiala (si,...,sg) poate
fi considerata solutie finala daca Zle si=V.

Cu aceste ipoteze algoritmul de generare a tuturor submultimilor cu suma V' este descris in 8.

Algorithm 8 Generarea submultimilor de suma data

subm(integer k)
if suma(s[l..k — 1]) =V then
write s[1..k — 1]
else
if kK <n then
for i — 1,n do
s[k] < ali]
if validare(s[l..k]) =true then
subm(k + 1)
end if
end for
end if
end if

Algoritmul suma returneaza suma elementelor sirului pentru care este apelat iar algoritmul validare verifica
daca s[k] este diferit de elementele sirului s[1..k — 1] (acelasi criteriu de validare ca la problema generarii
permutarilor). Algoritmul recursiv subm va fi apelat pentru & = 1. Tablourile a[1..n] i s[1..n] sunt considerate
variabile globale.



Problema 8 (Problema comis voiajorului (TSP-Traveling Salesman Problem)). (S) Se considerad un set de
n orage si un comis voiajor care trebuie sa viziteze toate cele n orage pornind din primul oras, trecand o
singura data prin fiecare oras si intorcandu-se in primul orag. Se considerd cunoscuta matricea D[1..n, 1..n] in
care elementul DJi, j] este 0 daca nu exista drum direct intre oragul ¢ gi oragul j respectiv lungimea drumului
direct dintre cele doud orage. (i) S& se genereze toate circuitele pe care le poate parcurge comis voiajorul
pornind din oragul 1; (ii) S& se determine cel mai scurt circuit.

Rezolvare. In ambele variante solutia poate fi reprezentatd printr-un sir (s1, -+ Sp) unde s; € {1,...,n}
reprezinta indicele orasului vizitat la etapa i¢. Pentru a obtine circuitul trebuie doar adaugat orasul de
pornire (de exemplu, 1). Restrictiile ce trebuie satisfacute sunt: s; # s; pentru orice i # j (nu se viziteaza
de doua ori acelasi orag) si D(s;—1,8;) > 0 pentru i = 2, n (exista drum direct intre oragele vizitate la etape
succesive).

Conditiile de continuare deduse din restrictiile de mai sus sunt: sy # s; pentru i = 1,k — 1 i D(sk_1, sk) >
0. In cazul cdutdrii celui mai scurt traseu numéarul traseelor generate poate fi redus daca se completeaza
conditiile de continuare cu Zfﬂ D(si—1,si) < Lmin unde Lmin este lungimea celui mai scurt traseu generat
pana la momentul curent. Variabila Lmin se initializeaza inainte de apelul algoritmului de generare cu o
valoare suficient de mare (Lmin = o0). In ambele variante ale problemei se considera c& s-a obtinut o solutie
cand au fost completate toate cele n componente. Pentru a obtine lungimea circuitului se adauga la suma
>or o D(si—1,s;) distanta dintre orasul s,, si primul oras (stocata in D(sp, 1)).

In prima varianta, algoritmul este descris in 9.

Algorithm 9 Problema comis voiajorului. Generarea tuturor circuitelor (stdnga). Generarea unui circuit
de lungime minima (dreapta)

TSP(integer k) 1: optTSP(integer k)
if k —1=mn then 2: if k —1 =n then
write s[1..n] 3. if L+ DJ[s[n], s[1]] < Lmin then
else 4: Lmin <+ L+ DIs[n], s[1]]
for i — 2,n do 5: smin[l..n] < s[1..n]
slk] « @ 6: end if
if validare(s[l..k]) =true 7 else
then 8 for i+« 2,ndo
TSP(k+1) 9: slk] i
end if 10: if validare(s[l..k]) =true then
end for 11: L — L+ DJ[s[k — 1], s[k]]
end if 12: optTSP(k + 1)
13: L — L — DI[s[k — 1], s[k]]
14: end if
15:  end for
16: end if

Inainte de apelul lui TSP, s[1] se seteazd pe 1 (se porneste intotdeauna din primul oras) iar algoritmul se
apeleaza pentru k = 2. In algoritmul validare se verifica faptul ca s[k] # s[i] pentru i = 1,k — 1 si faptul
cd D[s[k — 1], s[k]] > 0. In cazul in care una dintre aceste conditii este incdlcata se returneaza false.

In a doua variantd se folosesc variabilele globale smin[l..n] si Lmin pentru a stoca cel mai scurt traseu
generat pana la momentul curent, respectiv lungimea lui. Lmin se initializeaza cu o valoare suficient de
mare. In plus se foloseste variabila globald L care contine la fiecare etapi lungimea traseului dintre primul si
ultimul oras vizitat. Inainte de apel L se initializeaza cu 0. Algoritmul este descris in 9. Algoritmul optTSP
poate fi transformat pe baza ideii de la tehnica "ramifica si margineste” calculand pentru fiecare solutie
partiala o margine inferioara a lungimii traseului si efectuand apelul recursiv de la linia 12 doar daca aceasta
limitd este mai mica decit Lmin (initializatd inaintea apelului optTSP(1) cu o valoare suficient de mare - de
exemplu nmax; ; D;;). O variantd de calcul a limitei inferioare pentru lungimea traseului in cazul solutiei



partiale (s1,...,s;) este:

k—1 n
LB:ZDSiSiJrl—i—(nfk‘) Z di—l—lmin Dy
i=1 =kt 1 i=k+1n

unde d; este media aritmetica a distantelor dintre orasul 7 si cele mai apropiate alte doua orage care nu au
fost vizitate inca.

Problema 9 (Problema labirintului.)(S) Se considerd o grila patraticd n x n in care anumite celule sunt
libere iar altele sunt ocupate. Celulele libere ale grilei pot fi vizitate prin deplasare din pozitia curenta in
oricare dintre pozitiile libere vecine (stanga, dreapta, sus, jos). Presupunand ca celulele (1,1) si (n,n) sunt
libere sd se genereze toate traseele care permit trecerea doar prin celule libere de la (1,1) la (n,n). Un
exemplu de labirint si de traseu care uneste cele doua celule este ilustrat in Figura 1.

Y

Y

Y

Figure 1: Exemplu de labirint si de traseu care uneste coltul din stanga sus cu coltul din dreapta jos

Rezolvare. Consideram ca informatia privind starea unei celule este stocata in matricea M[l..n,1..n] in
care M]i,j] este O daca celula e libera si 1 in caz contrar. O solutie a problemei este un sir de perechi
de coordonate identificAnd celulele libere prin care se trece: s = (s1,...,8m) cu s; = (i,7;). Restrictiile
ce trebuie satisfacute de catre solutie sunt: elementele lui s sunt perechi distincte si se trece doar prin
celule libere (M|s[l].i,s[l].j] = 0). Céand se ajunge in celula (n,n) se considera ca s-a obtinut o solutie.
Dintr-o celuld de coordonate (i, j) se poate trece intr-una dintre cele patru celule vecine avand coordonatele:
(i—=1,7), (i+1,5), (i,5—1)si (¢,5+1) (tindndu-se cont de limitarile existente pentru celulele de pe frontiera).
Algoritmul de validare returneaza false daca cel putin una dintre urmatoarele conditii este incalcata:

1. 1<s[kl.i<n,1<slk]l.j<n
2. M|s[k].i, s[k].j] = 0

3. skl #s[l,l=1,k—-1

Algoritmul care genereaza traseele este descris in 10.

Problema 10 (Turul calului.)(S) Se considera un cal plasat pe o pozitie (ig, jo) pe o tabla de sah. Se pune
problema determinarii unei secvente de pozitii prin care trebuie sa treaca calul pentru a vizita o singura
data fiecare pozitie.

Indicatie. Solutia poate fi reprezentata printr-un tablou contindnd 64 de perechi distincte de indici (i, j)
(i,7 € {1,...,8}). Doua perechile consecutive ale solutiei, (¢,7) si (i’,j’) trebuie sa reprezinte pozitii intre
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Algorithm 10 Determinarea unui traseu prin labirint

labirint(integer k)
if s[k — 1] = (n,n) then
write s[1..k — 1]
else
slk] « (s[k — 1] — 1, s[k — 1].5)
if validare(s[l..k]) then
labirint (k+ 1)
end if
slk] < (s[k — 1]+ 1, s[k — 1].5)
if validare(s[l..k]) then
labirint (k+1)
end if
slk] « (s[k —1].4,s[k —1].7 — 1)
if validare(s[l..k]) then
labirint (k4 1)
end if
slk] « (s[k — 1).4,s[k — 1].7 + 1)
if validare(s[l..k]) then
labirint (k+ 1)
end if
end if

care calul se poate deplasa printr-o singurd mutare, adica: |[i —4'| = 1si |j — j/| = 2 sau |i — /| = 2 si
g

i —J'1=1

Problema 11 (Partitionarea unui numdar.)(L) Pentru un numar natural C' si se determine toate multimile

de numere naturale care au proprietatea ca suma elementelor lor este egala cu C.

Indicatie. Problema este similara cu cea a determinarii submultimilor de suma data.
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